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Лекція 1 Диференціальне числення
Похідна   функції
 Змінна величина Y називається функцією незалежної змінної величини X, називаної аргументом, якщо кожному значенню змінної X за деяким законом поставлене у відповідність значення змінної Y.

Указуючи,  що  Y  є функцією аргументу X, застосовують один з таких записів

Y =  f (X),   Y  = F (X),   Y = Y (X) .

Якщо замість незалежної змінної X використовуються значення функції   X = g(t),  то функція  Y = f [g(t)]  називається суперпозицією функцій.

Нехай незалежна змінна набуває значення х0,  а потім  х. Різниця між наступним і попереднім значеннями незалежної змінної називають приростом аргументу:

[image: image82.png]



Відповідну різницю між значеннями функції називають приростом функції:

[image: image2.png]Ay=y—y, =X — f(xy).




Графічно приріст аргументу й приріст функції зображені на малюнку

[image: image3.png]%8y





Приріст функції залежить і від значення аргументу, і від його приросту.  


Функцію y = f(х) називають безперервною в точці х0, якщо нескінченно малому приросту аргументу відповідає нескінченно малий приріст функції.


Похідної   функції Y = f (X) у точці X називається границя відношення приросту функції   до приросту аргументу, коли приріст аргументу  прямує до нуля.

[image: image4.png]o = lim LA /Gy
Ax—0 Ax .




Операцію визначення похідної називають диференціюванням. 

Для позначення похідної використовують символи

[image: image5.png]dy df df ()
Y5y [ ; d—fc; '?15 .





Похідна показує миттєву швидкість зміни функції при зміні аргумента.


Беручи до уваги малюнок, записуємо

[image: image6.png]



[image: image7.png]



Якщо[image: image8.bmp], то 

[image: image9.png]. Ay
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Геометричний зміст похідної: 

кутовий коефіцієнт дотичної до графіка функції в даній точці дорівнює значенню її похідної в точці доторкання.

Правила обчислення похідних
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Застосування похідної для визначення інтервалів монотонності й екстремумів функції

Функція називається зростаючою, якщо додатньому приросту аргументу відповідає додатний приріст функції. 

Функція називається спадною, якщо додатньому приросту аргументу відповідає відємний приріст функції. 

Сформулюємо достатні умови росту й убування функції. 

Якщо функція  y = f(х) має додатню похідну в кожній точці проміжку осі х, то функція зростає на цьому проміжку осі х. 

Якщо функція y = f(х)  має відємну похідну в кожній точці проміжку осі х, то функція убуває на цьому проміжку осі х.

 Точки з області визначення функції f(х), у яких похідна дорівнює нулю або не існує, називають критичними точками. 
Проміжки між критич-ними точками, де функція диференційована, представляють області монотонності функції.

Функція  y = f(х)  має максимум при х = хi, якщо для околу точки хi виконується нерівність 

[image: image42.bmp]
Функція  y = f(х)  має мінімум при х = хj, якщо для околу точки хj . виконується нерівність 

[image: image43.png]J(x,£0)>f(x)




Максимум і мінімум разом представляють екстремуми функції.

Сформулюємо необхідну умову наявності екстремума функції в критичній точці хi. 

Якщо функція y = f(х)   має екстремум у точці хi. і в цій точці існує похідна, те ця похідна дорівнює нулю  [image: image44.bmp].
Сформулюємо достатню умову наявності екстремума. 

Якщо функція безперервна в точці хi, і при переході через цю точку знак похідної змінюється, то в точці хi  функція має екстремум. 

1. Якщо знак похідної змінюється з додатного на відємний, то має місце максимум. 

2. Якщо знак похідної змінюється з відємного на додатний — те мінімум.
[image: image45.emf]
Диференціал функції

На основі визначення похідної і границі можна записати

[image: image46.png]A (x, AX)

A =S +e(x )




де функція [image: image47.bmp] при [image: image48.bmp]. 

Тепер знаходимо приріст функції у вигляді суми двох доданків

[image: image49.png]Af (x, AX) = f(X) * Ax + g(x, Ax) * Ax.




Перший доданок лінійно залежить від приросту аргументу й визначає головну частину приросту функції, якщо [image: image50.bmp]. 

Головна лінійна частина приросту функції

[image: image51.png]df (x5, Ax) = f'(xg) * Ax




називається диференціалом функції   f(x)  у точці  x0.
На малюнку зображений геометричний зміст диференціала — як приріст ординати дотичної
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Диференціал залежить і від значення аргументу, і від його приросту. 
Величину 

[image: image53.bmp]
називають диференціалом аргументу. 


Тому диференціал функції визначають як добуток похідної на диференціал аргументу:

[image: image54.bmp]
На основі такого визначення похідна функції дорівнює відношенню диференціала функції до диференціала аргументу:

[image: image55.png]riep =48
X



       [image: image56.bmp]

Операція диференціювання полягає в тому, щоб знайти похідну або диференціал. 

Частинні похідні

Нехай функція [image: image57.bmp] визначена в області D. Розглянемо такі точки (х; у), які разом з них околами належать до області визначення функції.

Величина

[image: image58.png]A u=f(xy+ Ax yy) — (% o)




називається частинним приростом функції по аргументу х  у точці (х0; y0). 

 
Величину

[image: image59.png]Au = f(Xg Yo+ AW —F(Xo ¥p)




називають частинним приростом функції по аргументу y  у точці (х0; y0). 
Розгляд частинного приросту по одному з аргументів автоматично передбачає постійні значення інших аргументів (фіксація інших змінних).


Частинною похідною функції [image: image60.bmp] по аргументу х  у точці (х0; y0) називають границю відношення частинного приросту функції до приросту аргументу, коли приріст аргументу прямує до нуля:
[image: image61.png]ox

= lim —=~
Ax -0 Ax





Аналогічно визначають частинну похідну по аргументу  y
[image: image62.png]ou Au
=lim
ay Ay—>0 Ay




Для частинної похідної використовують ще такі позначення:

[image: image63.png]af (x5 ¥o) ,
E =[5 (s Vo) = ”; (X5 Yo)




Частинний приріст функції по аргументу х так, як і при розгляді приросту функції однієї змінної, представляємо у вигляді суми двох доданків:

[image: image64.png]_dux; y)

*AX + g (x; Y, Ax)* Ax
o ox




де функція 

[image: image65.bmp]    при   [image: image66.bmp]. 

Перший доданок лінійно залежить від приросту аргументу й визначає основну частину частинного приросту функції. Вираз
[image: image67.png]du- ou(xy; Vo)
ox Ax




називають частинним диференціалом функції [image: image68.bmp] по аргументу х у точці (х0; y0).

Аналогічний вираз
[image: image69.png]_0u (%3 Vo)

dyu 3y

Ay




називають частинним диференціалом функції [image: image70.bmp] по аргументу y у точці (х0; y0). 

Повний приріст функції двох змінні [image: image71.bmp]  дорівнює

[image: image72.png]Au=f(x+Ax; v+ AY) — f(x; p)




Розпишемо повний приріст у такий спосіб:

[image: image73.png]Au=fxX+A0x;y+Ay) —fX; y+Ay) +
+fGYy+A) —f ) =Au+Au




Отже, повний приріст є сумою частинних приростів.

Повний диференціал функції декількох змінних визначається як сума частинних диференціалів по кожної змінній. Для функції двох змінних
[image: image74.bmp]

Повний диференціал функції двох змінних буде мати вигляд

[image: image75.png]



По формулі для повного приросту функції двох змінних записуємо

[image: image76.png][+ AX, Yo+ AY) = (X Vo) + Au




 Для малих Δх і Δу повний приріст функції прирівнюють до повного диференціала. У результаті одержуємо формулу лінійної апроксимації функції  [image: image77.bmp]  у точці (х0; в0), яку використовуємо для наближених обчислень:

[image: image78.png]of (xg; Yp) 4 of (%o ¥o) _
SR TI R — ¥ =)

SO ) =f(x; o) + (x — xp)




У цій формулі 

[image: image79.png]X=X+ Ax, y =y, + Ay.




Градієнтом функції  
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Частинні похідні в цій формулі обчислюють у точці  М.  Напрямок градієнта збігається з напрямком найбільш різкого росту цієї функції в точці  М,  а модуль характеризує швидкість цього росту.
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