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Лекція 2  Інтегральне числення

Первісна й невизначений інтеграл

Функція  
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 називається первісної для функції
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Сукупність первісних 
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  для даної функції 
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  називається невизначеним інтегралом
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(читається:  " невизначений інтеграл еф від ікс де ікс ").

Термінологія:

•
( - знак інтеграла

•
x - змінна інтегрування

•
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 - підінтегральна функція

•
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dx - підінтегральний вираз
•
С - стала інтегрування.

Геометрично невизначений інтеграл являє собою родину кривих,  рівняння яких відрізняються постійним доданком С,  і одержати їх можна паралельним перенесенням уздовж осі ординат.

Лінійні властивості операції інтегрування можна виразити однієї формулою
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де a і b - довільні постійні множники.

Основні невизначені інтеграли
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 EMBED Equation.2 [image: image12.wmf] 
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Приклад обчислення інтегралів із заміною змінної інтегрування

Необхідно обчислити інтеграл
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Порівнюючи цей інтеграл з тими, що є в таблиці,  бачимо,  що в таблиці його немає.  Однак, є схожий на нього інтеграл
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Можна спробувати перетворити даний для обчислення інтеграл у цей табличний за допомогою заміни змінної
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Ідея такої заміни підказується тим,  що в нашім інтегралі є 
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Після обрання заміни діють завжди однаково - знаходять диференціал dt.  У нашім випадку
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 У загальному випадку з формул для підстановки й диференціала далі виражають dx через t і dt. 


Часто завдання значно спрощується,  оскільки в інтегралі є добуток
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, та зручно його виразити через dt:
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Підставимо в інтеграл
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 формули     
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Одержимо
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Далі  необхідно підставити в цей результат
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Метод інтегрування частинами
На основі властивостей невизначеного інтеграла можна записати

[image: image34.png]I(u(x) VX)) dx=uXx)vx)+ C=u-v+ C,




[image: image35.png]_[ (u(xj V(X)) dx = I u’(x) - v(x)dx + _[ u(x)yv (x)dx = _[ vdu + J udv.




Дорівнюючи обидва результати, одержуємо формулу інтегрування частинами

[image: image36.png]Judv=u-v—jvdu.




Інтегрування із застосуванням цієї формули називають методом інтегрування частинами.

Приклад обчислення інтегралів методом інтегрування частинами

[image: image37.png]Ix-cosxdx=x-sinx—Isinxdx=x-sinx+ cosx+ C




Визначений інтеграл

 До необхідності обчислювати визначений інтеграл приводять багато практичних завдань, наприклад,  обчислення площі S криволінійної трапеції  аАВb,  обмеженої зверху ділянкою графіка  АВ  функції ((x), а внизу інтервалом [a,b] оси Х.  

Фігуру, обмежену лініями в = 0; в = ((x); х = à; х = b, називають криволінійною трапецією (малюнок).
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 З урахуванням позначень границь інтервалу (нижньої a і верхньої b) і функції ((x), визначений  інтеграл записують так

S =
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( читається: " визначений інтеграл від a до b еф від ікс де ікс").

Термінологія:

· - знак інтеграла

· x - змінна інтегрування

· 
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 - підінтегральна функція

· 
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dx - підінтегральний вираз
· С - стала інтегрування

· a - нижня межа інтегрування

· b - верхня межа інтегрування

· [a,b] - область інтегрування.


Якщо межі інтегрування є постійними величинами, то й відповідний визначений інтеграл — постійне число. 
Визначений інтеграл залежить від виду підінтегральної функції, від меж інтегрування, але не залежить від позначення змінної інтегрування.

 У загальному випадку для обчислення визначених інтегралів застосовують спеціальні методи чисельного інтегрування. Однак, якщо для підінтегральної функції  ((x) відома первісна функція
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,  то можна скористатися формулою Ньютона - Лейбніца:
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На основі формули Ньютона-Лейбніца можна дати визначення визначеного інтеграла.

Визначеним інтегралом у межах від а до b  від неперервної на проміжку [а, b] функції ((x) є приріст первісної 
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 щодо меж інтегрування.
Властивості визначеного інтеграла

1. Якщо ((x)= 1 для х є [a,b], то
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2. Якщо a= b, то
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3. Постійний множник виноситься за знак визначеного інтеграла:
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4. Визначений інтеграл від алгебраїчної суми функцій дорівнює алгебраїчній сумі визначених інтегралів:
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5. 
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6. Якщо ((x) ≥ 0 для  х є [a,b],то
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7. Адитивна властивість

[image: image51.png]b [4 b
J.f(x)dx = jf(x)dx + If(x)dx.




8. Для визначеного інтеграла зі змінною верхньою межею інтегрування виконується така рівність
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Визначений інтеграл застосовують,  зокрема,  для обчислення середнього значення   функції ((x) на інтервалі   [a,b]:
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Типи визначених інтегралів

Поняття визначеного інтеграла може бути узагальнено в різних напрямках. Областю інтегрування простого визначеного інтеграла був проміжок [a,b] числової прямої. 

Міняючи область інтегрування, можна ввести нові типи визначених інтегралів.


Якщо за область інтегрування брати:

1. ділянку якоїсь кривоі (на площині або в просторі), то одержимо криволінійний інтеграл;

2. деяку плоску поверхню, то одержимо подвійний інтеграл;

3. частину деякої поверхні, то одержимо поверхневий інтеграл;

4. частина простору, те просторовий інтеграл.

Підінтегральна функція може бути скалярною або векторною величиною, яка у свою чергу збагачує можливості інтегрального вирахування.

Криволінійні інтеграли

1. Криволінійні інтеграли першого роду.

Нехай АВ – деяка крива й F(M) – скалярна функція, задана на цій кривій. Тоді криволінійним інтегралом першого роду називають 
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2. Криволінійні інтеграли другого роду.


Нехай АВ – деяка крива й 
[image: image55.wmf]F
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(M) – векторна функція, задана на цій кривій. Тоді криволінійним інтегралом другого роду називають 
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У випадку,  коли шлях інтегрування З являє собою замкнену криву криволінійний інтеграл, що відповідає, зветься циркуляцією й позначається так
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Кратні інтеграли


Дотепер ми розглядали визначені інтеграли, у яких область інтегрування являла собою проміжок якоїсь лінії. Такі інтеграли звуться однократними. 


Існує велика кількість завдань, які потребують інтегрування не по проміжкові лінії, а по області на якійсь поверхні або в просторі. Розрізняють:

1. подвійні інтеграли, коли область інтегрування перебуває на площині
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 EMBED Equation.3 [image: image59.wmf]i
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2. потрійні інтеграли, коли область інтегрування перебуває в просторі
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Поверхневі інтеграли

Поверхневі інтеграли являють собою узагальнення поняття подвійного інтеграла аналогічне тим, що привели до виникнення криволінійних інтегралів від звичайного визначеного інтеграла. 

Насправді, перехід від звичайних інтегралів до криволінійних був викликаний заміною області інтегрування у вигляді проміжку прямої ділянкою деякої просторової кривої. 

Аналогічно, перехід від подвійних інтегралів до поверхневих супроводжувався заміною областю інтегрування у вигляді області на площині ділянкою деякої кривої поверхні.
Як і у випадку криволінійних інтегралів, у випадку поверхневих також розрізняють два види інтегралів:

1. Поверхневі інтеграли першого роду

Нехай S – деяка поверхня й F(M) – скалярна функція, задана в кожній точці на цій поверхні. Тоді поверхневим інтегралом першого роду називають 
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2. Поверхневі інтеграли другого роду

Нехай S – деяка поверхня й  
[image: image62.wmf]F
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(M) – векторна функція, задана в кожній точці на цій поверхні. Тоді поверхневим інтегралом другого роду називають 
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