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Завідувач кафедри, проф.                     Годлевський Л.С. 

                                               Одеса  2023

Лекція 5  Закони розподілу випадкових величин 
Для кiлькiсного опису результатів випробувань застосовують випадкові величини, які приймають значення, що змінюються від випробування до випробування та залежать від тих або інших обставин, що не піддаються урахуванню.

Розрізнюють:

•
дискретні випадкові величини, які набувають лише окремих, ізольованих значень (число викликів лікаря, число випадків захворювань),

•
неперервні випадкові величини, що набувають будь-які значення усередині деякого інтервалу (температура тіла хворого,  тиск крові).

Випадкова величина Х вважається заданою, якщо відомо її розподіл (закон) - співвідношення між можливими значеннями випадкової величини та відповідними їм імовірностями.

До числа розподілів дискретної випадкової величини, що зустрічаються найчастіше у медицині та біології, зокрема, належать:

•
поліноміальний розподіл
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де i - число можливих подій E1, E2, . . . , Ei у випробуваннях, 
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 - імовірності реалізації 1, 2,  ..., i подій,  
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 -  імовірність того,  що у  п  випробуваннях 1, 2, ..., i  події відбудуться  
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[image: image6.wmf]n

!

 (читається ен-факторіал)  означає добуток
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 =  1*2*3*4*...*п.

Особливо відзначимо виняток з цього правила: 0! = 1.  

Поліноміальний коефіцієнт
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що стоїть у розподілі,  дорівнює числу можливих способів розбиття     п  будь-яких елементів на  i груп відповідно по  
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  елементів у групі.
Математичні сподівання  mk   та лисперсії  σ2k, для можливих подій
mk = npk  ,    σ2k = npk  (1- pk ),   k = 1, 2,  ..., i.
 Приклад 1.

По групах крові є 4 взаємно виключаючі категорії: 0, А, В, АВ.  У великій популяції частки різних груп крові відповідно дорівнюють 0,45, 0,4, 0,1, 0,05. З популяції випадковим образом вибрали 6  чоловік.

Яка ймовірність того, що троє з них мають групу 0, а троє групу А?

Розв’язок.  В кожному випробуванні (у даному випадку тест на групу крові) можливі тільки 4 виходи (по кількості взаємно виключаючих категорій: 0, А, В, АВ), отже, обчислюючи ймовірність результату повторних випробувань, треба скористатись поліноміальним розподілом при

n = 6,   
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Одержимо
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Таким чином, імовірність результату всього 12%. 

•
біноміальний розподіл  (формула Бернуллі)
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p  - імовірність реалізації події,  
[image: image13.wmf]P
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 - імовірність реалізації події  m  разів у серії з n випробувань.  Відзначимо, що біноміальний розподіл є окремим випадком поліноміального розподілу, коли число можливих виходів у випробуваннях дорівнює 2 (i = 2).
Математичні сподівання  mX   та лисперсії  σ2X   дорівнюють 

[image: image14.emf]  [image: image15.emf]
Приклад 2.  

Поява колонії мікроорганізмів даного виду у деяких умовах оцінюється ймовірністю р = 0,7.  В експерименті у 6 пробах виявили 4 колонії.

Визначити ймовірність цієї події.

Розв’язок.  В кожному випробуванні (у даному випадку проби) можливі тільки два виходи (колонія з'явилась або її немає).  Взяті n проб, отже, обчислюючи ймовірність успішного результату у m повторних випробуваннях при заданому їх загальному числі n, треба скористатись біноміальним розподілом при n = 6, m = 4, p = 0,7:
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Ймовірність цієї події всього 32%
•
негативний біноміальний розподіл
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p - імовірність реалізації події,  
[image: image18.wmf]P
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 - імовірність того,  що при числі випробувань, яке дорівнює n , вперше здійсниться задане число m  появ події, що цікавить нас. 
Математичні сподівання  mX   та лисперсії  σ2X   дорівнюють 

[image: image19.emf]
Приклад 3.

Деяке захворювання зустрічається у 10% популяції. Визначити ймовірність того, що 3-ій випадок захворювання буде виявлений при огляді 5-ого обстежуваного.

Розв’язок.  В кожному випробуванні (обстеженні) можливі тільки два виходи (захворювання виявлено або його немає).  Ймовірність виявити захворювання відома р = 0,1.  Ймовірність того , що при числі випробувань   п = 5,  вперше здійсниться задане число  m  = 3 появ події, що цікавить нас, дає негативний біноміальний розподіл при підстановці значень  n,  m та р:
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Результат, як бачимо малий, всього 0,5%. 

•
геометричний розподіл
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p  - імовірність успіху при одному випробуванні, 
[image: image22.wmf]P
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  -  імовірність успіху після п випробувань при всіх попередніх  п - 1  невдалих.

Математичні сподівання  mX   та лисперсії  σ2X   дорівнюють

[image: image23.emf][image: image24.emf]    [image: image25.emf]
Приклад 4
Деяка операція пересадки шкіри приводить до успіху у 40% всіх випадків.  Пацієнтові роблять пересадку шкіри декілька разів підряд до успішного результату.

Яка ймовірність того, що пересадка буде успішною з третьої спроби?

Розв’язок.  Якщо успіх був досягнений з третьої спроби, то перші дві пересадки шкіри були невдалими, а третя - вдалою. Обчислюючи ймовірність досягнення успіху повторних випробувань (у даному випадку операцій по пересадці шкіри), треба скористатись геометричним розподілом при р = 0,4 и п = 3: 
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Бачимо, що ймовірність досягнення успіху з третьої спроби 14%.

•
розподіл Пуассона

Якщо p  - імовірність реалізації події, дуже мала, а число випробувань N дуже велике, то біноміальний розподіл наближається до розподілу Пуассона
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( = pN - математичне сподівання та дисперсія розподілу Пуассона,  
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- імовірність реалізації за якийсь проміжок часу  n рідких подій,  виникаючих незалежно одна від одної з постійною середньою інтенсивністю (.
Приклад 5.


Число звернень за допомогою до травматолога протягом тижня має  розподіл Пуассона з ( = 5. 

Знайти ймовірність максимум 3 таких звернень протягом тижня.


Розв’язок.

Ймовірність максимум 3 таких звернень дорівнює

P( X ≤ 3 ) = exp(-5){50/0! + 51/1! + 52/2! +53/3!} =
= 0.006738{1 + 5 + 12.5 + 20.8333} = 0.265.

До числа розподілів неперервної випадкової величини, що зустрічаються найчастіше, відносяться, зокрема,

•
нормальний розподіл  (
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[image: image32.png]


  [image: image33.png]



Графік функції щільності розподілу нормальний закон розподілу називають кривою Гаусса або нормальною кривою.
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  μ - математичне сподівання, а σ – стандартне відхилення.  За ним розподілені багато величин у медицині та біології (наприклад, зріст та вага, артеріальний тиск, розміри судин та органів, вміст ферментів, в'язкість сироватки, плазми крові та цільної крові, концентрація цукру у січовині здорових людей однієї вікової групи і т.ін. 

Позначення N(μ;σ) означає нормальний закон розподілу з математичним сподіванням μ та стандартним відхиленням  σ.  

Для апроксимації биноміального розподілу з великою дисперсією, коли   σ2 = npq > 5, використовують нормальний розподіл з цією дисперсією та математичним сподіванням  μ = np  (формула Муавра-Лапласа):
[image: image35.png]_le-m’ _ ©.5)
1 [ e ,
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Для апроксимації розподілу Пуассона з великою дисперсією, λ ≥ 10, використовують нормальний розподіл з цією дисперсією та математичним сподіванням  μ = λ.

Для практичних розрахунків замість випадкової величини  Х  зручно користуватись нормованою випадковою величиною
[image: image36.emf]
Нормована випадкова величина Z підпорядкована нормальному закону розподілу N(0;1), тобто її  математичне сподівання  μ = 0, а стандартне відхилення  σ = 1.

Розподіл N(0;1) називають стандартним нормальним розподілом. Для нього зроблені таблиці функції щільності розподілу 
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та інтегральної функції розподілу

[image: image38.png]@
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·  рівномірний розподіл 
[image: image39.png]Bunaodkoea geaununa X nionopadkosyemocsa pieHOMIpHOMY po3nodiny Ha
npomixcky la; b}, axwo i @ynxuia wirshocmi mae marxuli 8u2aso.

0, x<a,
S = b—i;, a<xs<b (9.13)
0, x>b

BignoBigHo iHTErpanbHy (QYHKIliIO poanomny TIIPEICTABUMO TaKHM
YITHOM:

0, x<a;
Fx)= ;C__;, a<xsb; (914
' 1, x> b.

I'padiku mudepentiansHoi Ta iHTerpanbHoi GYHKLINM piBHOMIpHOTO
posnogiily 306paxeHi Ha puc 9.1.
MareMaTiyHe CIIOHiBaHHS Ta IUCIEPCiS piBHOMIpHO pO3MOAiIeHO1
BeJTUYWHNU X BIiNIIOBIZHO AOPIBHIOIOTH:
b +a b — a)?
E(X)_ 9 D(x)'_'( 12 )'
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[image: image41.png]Bunaodkoea geaununa X nionopadkosyemocsa pieHOMIpHOMY po3nodiny Ha
npomixcky la; b}, axwo i @ynxuia wirshocmi mae marxuli 8u2aso.
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BeJTUYWHNU X BIiNIIOBIZHO AOPIBHIOIOTH:
b +a b — a)?
E(X)_ 9 D(x)'_'( 12 )'




       [image: image42.emf]
Математичне сподівання Е(Х)  і дисперсія D(X)  рівномірного 
розподілу дорівнюють
[image: image43.png]Bunaodkoea geaununa X nionopadkosyemocsa pieHOMIpHOMY po3nodiny Ha
npomixcky la; b}, axwo i @ynxuia wirshocmi mae marxuli 8u2aso.
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MareMaTiyHe CIIOHiBaHHS Ta IUCIEPCiS piBHOMIpHO pO3MOAiIeHO1
BeJTUYWHNU X BIiNIIOBIZHO AOPIBHIOIOTH:
b +a b — a)?
E(X)_ 9 D(x)'_'( 12 )'





•
експонентний розподіл  ( 0 < x <()
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Дисперсія експонентного розподілу дорівнює квадрату математичного сподівання D(X) = μ2.  Йому підпорядковані випадкові величини, що характеризують тривалість життя організму, функціонування медичного приладу або апарату, час життя атомів радіоактивних ізотопів.
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