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Лекція 8 Статистична перевірка гіпотез.

Статистична гіпотеза — це деяке твердження (припущення) щодо властивостей даної генеральної сукупності об'єктів. Властивості сукупності об'єктів описуються ознаками, які підпорядковуються відповідним законам розподілу. Тому статистична гіпотеза є тверд​женням про значення параметрів заданого розподілу ознаки або про форму закону розподілу цієї ознаки. Статистична гіпотеза до​повнюється альтернативною (конкуруючою) гіпотезою H1. 
Форма запису статистичних гіпотез така:

Hо: "зміст нульової гіпотези";

H1 "зміст альтернативної гіпотези".

Перевіряють завжди гіпотезу Hо, яку називають нульгіпотезою. 
Статистичну перевірку гіпотези здійснюють на основі вибіркової сукупності. Нехай вибірка має об'єм п. Тоді Х1, Х2, ..., Хn — ви​падкові величини ознаки, які будуть виміряні в запланованому екс​перименті. 
Перевірку гіпотези здійснюють за допомогою критерію перевірки К. Критерій перевірки — випадкова величина, яка є ста​тистикою вибірки. Закон розподілу критерію вважають відомим. 
Значення критерію, які не суперечать змісту нульової гіпотези, на​лежать до області допустимих значень О. Решта значень критерію належать до критичної області W. 
Якщо значення критерію К на​лежать до критичної області, то нульова гіпотеза Hо відхиляється на користь альтернативної. 
Точки критерію, які відділяють область допустимих значень від критичної області, називають критичними точками к*. 

При перевірці статистичної гіпотези дослідник завжди ризикує прийняти неправильне рішення. Тому метод перевірки гіпотези до​повнюється показником ризику прийняття хибного рішення.

Розрізняють два типи помилок, яких припускаються при пере​вірці гіпотез:
 відхилення гіпотези Hо, коли вона є дійсною — по​милка першого роду; 
прийняття гіпотези Hо, коли вона є хибною — помилка другого роду.
Імовірність помилки першого роду називають рівнем значущості критерію. Рівень значущості а означає ймовірність відхилення пра​вильної гіпотези:

α = Рг {відхиляється Hо | Hо дійсна}.

Величину І — α називають надійністю критерію. Надійність кри​терію означає ймовірність не допустити помилки першого роду. 
Імовірність помилки другого роду називають оперативною харак​теристикою критерію відносно альтернативної гіпотези. Таким чи​ном, β — імовірність прийняти помилкову гіпотезу:

β = Рг {приймається Hо | H1 дійсна}.

Величину 1 — β називають потужністю критерію. Потужність критерію означає імовірність не допустити помилки другого роду:

1 — β = Рг {відхиляється Hо | H1  дійсна}.                

Різні варіанти при перевірці гіпотез зведені у таблиці.
	Істина


	Прийняте рішення


	Тип помилки


	Імовірність



	Гіпотеза Н0 істинна


	Гіпотеза Н0 приймається Гіпотеза Н0 відхиля​ється


	Немає помилки Помилка першого роду


	Рг{К є 0| Н0} = 1 - α 
Рг{К є W| Н0} = α



	Гіпотеза Н0 хибна


	Гіпотеза Н0 приймається 

Гіпотеза Н0 відхиляється
	Помилка другого роду 

Немає помилки
	Рг{К є 0 | Н1} = β 

Рг{К є W| Н1} = 1 - β




Графіки функцій щільності нормального розподілу, критичні точки та критичні області зображені на рисунку. Заштриховані площі чисельно дорівнюють імовірностям помилок першого та дру​гого роду.
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Можна ухилятись від помилки першого роду, зменшуючи рівень значущості а. Але тоді зростає ймовірність помилки другого роду. Одночасне зменшення імовірностей помилок першого та другого роду можливе тільки при збільшенні об'єму вибірки.
Перевірка вибірки на однорідність
Досліджують ознаку Х деякої сукупності об'єктів. Результати вимірювань утворюють варіаційний ряд з певною мінливістю. Як​що один із об'єктів сукупності бракований, то його ознака може значно відрізнятись від усіх інших. Окрім звичайного браку мож​ливі випадки, коли окремим об'єктам властива'певна аномалія, а суб'єктам — патологія. Вибірку з такими даними називають не​однорідною.
Дані вибірки можуть бути неоднорідними при несправному екс​периментальному обладнанні, при короткочасній різкій зміні умов експерименту, при механічній помилці у записі цифрового'резуль​тату. У теорії вимірювань такі помилки називають промахами. Цей термін узагальнюють для даних вибірки, які порушують її однощість. Якщо експериментатор знає причину появи промаху, то ї без вагання його ігнорує. Адже аналіз даних з промахами може извести до хибних висновків. Але причина особливого результату мірювання не завжди відома. Слід також пам'ятати, що закон зподілу досліджуваної ознаки з малою ймовірністю допускає ачні відхилення для окремих результатів вимірювань. Тому аналіз них на однорідність не є простою процедурою, коли нехтують ремими завищеними або заниженими результатами вимірювань.

Перевірка вибірки на однорідність завжди є першим етапом тематичної обробки результатів спостережень. Задача зводиться до перевірки гіпотез:

Н0 : вибірка однорідна;

Н1 : вибірка обтяжена промахами;

α — рівень значущості.

Під час аналізу даних ознаки з нормальним розподілом на однорідність найчастіше використовують критерії Діксона.

Нехай дані експерименту вже розставлені в порядку зростання:

х1 ≤ х2 ≤ х3 ≤ ... ≤ хn.
На промах аналізуються крайні ліві, або крайні праві значення цього варіаційного ряду. Формули для розрахунку числових значень критеріїв перевірки крайніх значень варіаційного ряду на промах при різних об'ємах вибірки наведено в таблиці
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Критичні значення критеріїв виявлення промахів вміщені в спеціальній таблиці. Якщо розраховане значення критерію більше від критичного, то нульову гіпотезу відхиляють і відповідне крайнє значення вважають промахом.

Альтернативна гіпотеза може бути ненапрямленою, тобто стверджувати, що перший або останній член варіаційного ряду є промахом. У цьому випадку маємо двосторонню критичну область.

Критерії R21 та R22  застосовні для випадків, коли два крайні значення варіаційного ряду можуть бути промахами.
З точки зору статистичного висновку аномальні відхилення належать до сукупності з іншим розподілом. Неврахування цього мо​менту є помилкою другого роду. Задача дослідника — з'ясувати причинність виявленої аномалії.
Перевірка методу аналізу на наявність систематичної помилки
Нехай точне значення показника відоме й дорівнює ц. Вимі​рювання проводять за новим методом. Формулюємо задачу з точки зору перевірки статистичних гіпотез:

Н0 : метод аналізу не обтяжений систематичною помилкою;

Н1 : метод аналізу дає систематично занижені або завищені результати;

α — рівень значущості.

Критерій перевірки обирають залежно від того, чи відома дис​персія методу аналізу.
Дисперсія методу відома й дорівнює σ2
Критерієм перевірки є статистика
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яка підпорядковується стандартному нормальному закону розподілу N(0; 1). Альтернатива ненапрямлена, тому критична область двостороння (рисунок).
З таблиць нормального закону розподілу виз​начають критичні точки
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Проводять п аналізів і одержують ряд значень: х1, х2, х3,  ..., хn.

1. Розраховують величини вибіркове середнє та Z.
2. Порівнюють обчислене значення Z з критичним [image: image5.bmp].

Якщо Z  > [image: image6.bmp]., то даний метод аналізу обтяжений систематич​ною похибкою. Відносну величину систематичної похибки знахо​дять за формулою
[image: image7.png]5=—x—u— 100 %




Дисперсія методу невідома
Критерієм перевірки є статистика
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з розподілом Стьюдента і числом ступенів вільності v = п - 1.

З таблиць t-розподілу визначають критичні точки 
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1. Проводять п аналізів і одержують ряд значень: х1, х2, х3,  ..., хn.

2. Розраховують значення 
[image: image10.bmp]
.

Порівняння обчисленого з ви​бірки критерію з критичним дає змогу сформулювати статистичний висновок: якщо 
[image: image11.bmp],

то даний метод аналізу обтяжений систе​матичною помилкою.
Зауваження. Розглянуто перевірку гіпотези при двосторонній критичній області. Якщо альтернативна гіпотеза передбачає правосторонню критичну область, то критичні значення відповідно:
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Для лівосторонньої критичної області: 
  [image: image13.png]
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Порівняння двох методів аналізу за відтворюваністю

Нехай метод аналізу не обтяжений систематичною помилкою. У такому разі мірою якості вимірювання є тільки стандартне відхи​лення. Порівняння дисперсій нового методу аналізу з попереднім називають порівнянням відтворюваності. Вважаємо, що дисперсія попереднього методу аналізу σ2 є відома. Тоді:
Н0 : σ2 = σ12, відтворюваність методів рівнозначна, 

Н1 : σ2 ≠ σ12, відмінність у відтворюваності істотна;

α — рівень значущості.

2. Критерієм перевірки є  статистика χ2 
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з χ2-розподі​лом і числом ступенів вільності v = п — 1.

На рисунку зображено χ2-розподіл і двосторонню критичну область
[image: image30.png]



З таблиць χ2-розподілу визначаємо критичні точки:
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3. На основі даних вибірки об'єму п розраховують значення критерію χ2.

4. Якщо [image: image17.bmp], то відмінність за відтворюваністю дослі​джуваного методу не вважають істотною.
Перевірка гіпотези про рівність центрів розподілу двох незалежних нормальних сукупностей 3 відомими дисперсіями (великі вибірки)
Важливою є умова незалежності сукупностей, тобто невзаємозв'язаних або некорельованих супупностей. Наведемо приклади корельованих сукупностей:

— ознаки до і після дії даного лікарського препарату однієї групи пацієнтів;

— ознаки через певний період часу однієї групи пацієнтів;

— ознаки у батьків та їх дітей.

Нехай μx, σx — математичне сподівання та дисперсія першої нормальної сукупності (контрольної); μy, σy  — відповідно другої (дослідної). Передбачається утворення вибірки об'ємом пx першої та пy  другої сукупностей.

1. Формулюємо зміст нульової та альтернативної гіпотез і за​даємо рівень значущості:

Н0 : μx = μy, математичні сподівання  сукупностей однакові; 

Н1 : μx ≠ μy, математичні сподівання  сукупностей відмінні;

α — рівень значущості.

2. Критерієм перевірки є статистика:
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з нормальним законом розподілу N (0; 1).

З таблиць нормального розподілу визначаємо критичні значення
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1. Вимірюємо ознаки першої вибірки й одержуємо ряд значень х1, х2, х3,  ..., хn
Для другої вибірки y1, y2, y3,  ..., yn. Розраховуємо вибіркові середні значен​ня та значення критерію z.

2. Якщо [image: image20.bmp], то нульову гіпотезу відхиляють. 

Перевірка гіпотези про рівність центрів розподілу двох незалежних сукупностей, коли їх дисперсії невідомі, але вважають, що вони рівні (малі вибірки)

Нехай μx, σx — математичне сподівання та дисперсія першої нормальної сукупності (контрольної); μy, σy  — відповідно другої (дослідної). Передбачається утворення вибірки об'ємом пx першої та пy  другої сукупностей.

 1. Формулюємо зміст нульової та альтернативної гіпотез і за​даємо рівень значущості:

Н0 : μx = μy, математичні сподівання  сукупностей однакові; 

Н1 : μx ≠ μy, математичні сподівання  сукупностей відмінні;

α — рівень значущості.
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2. Критерієм перевірки є статистика:
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яка підпорядковується розподілу Стьюдента з числом ступенів віль​ності [image: image22.png]Vv=ny+n,—2
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Критичні області зображені на рисунку

Критичні значення ви​значають з таблиць роз​поділу Стьюдента 
[image: image24.png]


[image: image25.bmp]
3. За даними вибірок знаходять [image: image26.bmp] і значення критерію t.
4. Якщо виконується нерівність [image: image27.bmp], то ну​льову гіпотезу відхиляють.
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