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Лекція 9  Кореляційний та регресійний аналіз
Розрізняють функціональну та статистичну форми взаємозв'язку між ознаками. Функціональний зв'язок забезпечує однозначну від​повідність між значеннями аргументів (факторні ознаки, або чин​ники) й значеннями функції (результативна ознака). Для статис​тичного взаємозв'язку така однозначність не властива. Розглянемо вплив одного фактора на результативну ознаку.

Нехай  Х — факторна, а Y — результативна ознаки.  Х та Y розглядаємо як випадкові величини. Функцію щільності розподілу величини Y при значенні  Х = х  називають функцією щільності умовного розподілу й записують таким чином:
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Вплив фактора на функцію щільності умовного розподілу виз​начає наявність статистичного взаємозв'язку.

На основі функції щільності умовного розподілу вводять понят​тя умовного математичного сподівання
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та умовної дисперсії
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Залежність умовного математичного сподівання результативної ознаки від значень факторної ознаки називається кореляційною за​лежністю:
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Цей вираз є функцією регресії, або рівнянням регресії. Величини β0, β1, ... називають параметрами рівняння регресії. Графічне пред​ставлення рівняння регресії називається лінією регресії. 


Кореляційні залежності поділяють на лінійні та криволінійні. Рівняння лінійної регресії має такий вигляд:
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Серед криволінійних залежностей можна виділити такі:
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Розрізняють кореляційний та регресійний аналізи. 
У регресійній моделі експерименту передбачається, що значення факторної оз​наки контролюються. 
У кореляційній моделі експерименту і фак​торна, і результативна ознаки є випадковими величинами.

Слід відзначити, що статистичний аналіз взаємозв'язків не вик​риває причини цих зв'язків. Причинність визначається науками, які досліджують ці явища: фізика, хімія, біологія, соціологія.

Результати спостережень можна подати у вигляді табл.
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Взаємозв'язок між ознаками Х та У характеризується формою та щільністю. Форма взаємозв'язку визначається видом рівняння регресії. Різну щільність взаємозв'язку при однаковій формі зоб​ражено на рисунку:
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Вважаємо, що ознаки Х та Y  підпорядковуються сумісному нор​мальному закону розподілу. Це означає, що функції щільності умовного розподілу як за Y, так і за Х є функціями щільності нормального розподілу.


Узгодженість поведінки ознак можна визначити таким чином:

більшому відхиленню від математичного сподівання однієї ознаки відповідає більше відхилення другої ознаки. 
Мірою такої узгодже​ності є коваріація
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Якщо σXY = 0, то величини Х та Y є некорельовані. 
Якщо σXY > 0, то в середньому Х та Y одночасно збільшуються або змен​шуються. 
Якщо σXY < 0, то в середньому збільшення однієї вели​чини супроводжується зменшенням другої.

Узагальненою мірою щільності взаємозв'язку служить коваріація стандартизованих ознак, яку називають коефіцієнтом кореляції:
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Коефіцієнт кореляції — міра лінійного взаємозв'язку між озна​ками. 
Відзначимо властивості коефіцієнта кореляції:

а) ρXY — безрозмірна величина;

б) — 1 ≤  ρXY   ≤ 1 — обмежена величина;

в) якщо | ρXY  | = 1, то лінійний зв'язок детермінований. У цьому випадку завжди 

yi = β0 + β1хi ,

У загальному випадку  yi = β0 + β1хi + ei , де ei  - відхилення від лінії регресії;

г) якщо ρXY = 0, то лінійна кореляція відсутня, але можлива криволінійна кореляція;

д) якщо ρXY > 0, то кореляція додатна; якщо ρXY < 0, то коре​ляція від'ємна.

Відзначимо, що чим більша щільність лінійного зв'язку, тим більшим є абсолютне значення коефіцієнта кореляції.

Лінійне рівняння записуємо у вигляді
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Порівнюючи з попереднім записом лінійної моделі регресії, одержуємо інтерпретацію параметрів:
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, — вільний член лінійного рівняння регресії;
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  — коефіцієнт регресії.

Точкову оцінку коефіцієнта кореляції з вибірки об'єму п виз​начають на основі статистики:
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У регресійному аналізі рівні факторної ознаки здебільшого кон​тролюються експериментатором, тобто задаються планом експери​менту.

Предметом регресійного аналізу є математичне моделювання за​лежності результативної ознаки від факторних ознак з наступним статистичним аналізом моделі. 
Математична модель регресії — це аналітичний вираз для рівняння регресії. Вибір математичної мо​делі регресії визначається формою емпіричної лінії регресії та по​передніми дослідженнями, професійною інтуїцією, що базується на знаннях фізичної сутності досліджуваного явища.

Нехай кореляційний зв'язок між досліджуваною ознакою та фактором Х описується лінійним рівнянням регресії. Для кожного запланованого вимірювання на певному рівні фактора можна за​писати рівняння

Yi = βо + β1xi+ Еi 

де Еi  — випадкова похибка i-го вимірювання.

На випадкові похибки накладаються такі умови: 

1. Е (Еi ) = 0 — випадкова похибка є центрованою випадковою величиною;

2. D(Еi ) = σ2 — дисперсія не залежить від значень факторної ознаки;

3. послідовні значення незалежні (автокореляція відсутня). 



Математичне сподівання запланованого вимірювання
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Дисперсія запланованого вимірювання така:
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Дисперсія є однаковою на всіх рівнях факторної ознаки. Лінійне рівняння регресії визначають за коефіцієнтами, які ми не знаємо. Оцінювання цих коефіцієнтів здійснюють на основі даних вибірки. Оцінку рівняння регресії [image: image37.png]


представимо таким виразом:

[image: image17.bmp]
На рисунку зображено кореляційне поле та відповідну даній вибірці лінію регресії. Відхилення фактичного значення результа​тивної ознаки від визначеного рівнянням називають залишковим відхиленням
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Залишкові відхилення чисельно дорівнюють довжинам вертикаль​них відрізків, які з'єднують точки з лінією регресії. Величину
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називають сумою квадратів залишкових відхилень.
Величини b0 та b1 визначають методом найменших квадратів (МНК). Суть МНК полягає в тому, що обирають лінію з такими значеннями коефіцієнтів b0 та b1  щоб сума квадратів залишкових відхилень була мінімальною.

Лінію регресії

[image: image20.bmp]
називають ще лінією найменших квад​ратів. 

Умова мінімальності визначається системою рівнянь:

[image: image21.png]a38S 1
2= 20— by~ by %) (— =0,
d b oy i i

2 5.

Se
=i 20— by = byx)(—x)=0
a6, =




дЬ.

Якщо розкрити дужки й спростити, то одержимо систему нор​мальних рівнянь для визначення параметрів b0 та b1:
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Розв'язок системи такий:
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Лінію найменших квадратів можна записати у вигляді
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Доведено, що параметри  b0 та b1  є оптимальними точковими оцін​ками коефіцієнтів регресії.

Ми висловили припущення про лінійний зв’язок між досліджуваною та факторною ознаками. Слід визначити правомірність такого припущення – перевірити гіпотези:

Н0 : β1 = 0 — лінійна регресія Y по Х відсутня;

Н1 : β1 ≠ 0 — результативна ознака залежна від факторної оз​наки за лінійним законом; α — рівень значущості.


Суму квадратів відхилень показників ознаки відносно загального середнього значення показника
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записуємо у вигляді суми двох доданків

[image: image26.png]SS,= 88, + S5,




Перший доданок визначаємо таким чином

[image: image27.png]



Оскільки 
[image: image28.png]


,
то
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Другий доданок — сума квадратів залишкових відхилень
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Величина
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є оцінкою дисперсії досліджуваної ознаки на всіх рівнях факторної ознаки.

Критерієм перевірки гіпотез є статистика

[image: image32.png]


 ,
яка підпо​рядковується розподілу Фішера—Снедекора з числом ступенів вільності [image: image33.bmp].
Критичну точку визначаємо з таблиці
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Якщо [image: image35.bmp], то є підстави відхилити нульову гіпотезу на рівні значущості α.

Якщо[image: image36.bmp], то лінійна регресія не виявлена (але не виключена наявність криволінійної регресії).
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