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Завідувач кафедри, проф.                     Годлевський Л.С. 

                                               Одеса  2023

1. Тема 6  2 год  “ Застосування диференціальних рівнянь ”.

2. Актуальність теми

Розвиток і вимоги подальшого покращення охорони здоров’я в Україні та відповідного підвищення рівня підготовки фахівців ставлять перед вищою медичною школою нові відповідальні задачі по удосконаленню викладання фізико-математичних дисциплін, пов’язані з досягненнями сучасної науки та практики у медицині, фармації, фізиці, хімії та інших природознавчих науках. 

Однією з дисциплін, що мають суттєво допомогти у вирішенні  цих задач, є курс «Вища математика» для студентів фармацевтичних факультетів медичних університетів. Курс містить у собі розділи математичного аналізу, теорії ймовірностей, математичної статистики та математичних методів дослідження операцій, що використовуються при розв’язанні задач фармації, медицини, біології, медичної фізики, біофізики та хімії.

Методи математичного аналізу знайшли широке застосування в клінічній медицині та охороні здоров’я. Вони використовуються, зокрема, при розробці математичних моделей для приблизного опису функціонування окремих систем та органів, моделей біологічних систем. Сучасні медицина та біологія при побудові теорії біосистем широко використовують методи математичного аналізу зв’язків вихідних координат з вхідними діями. Найпростіший математичний опис таких зв’язків можна зробити за допомогою відповідних алгебраїчних функцій. Такі моделі біосистем звуться функціональними. Знайомство з ідеями та методами математичного аналізу є необхідним елементом професійної освіти кожного працівника охорони здоров’я. 

Практичне заняття: «Застосування диференціальних рівнянь» присвячена викладен​ню основних понять одного з головних розділів математичного аналізу.
3. Цілі заняття:  

Головною метою викладання курсу «Вища математика» для студентів фармацевтичних факультетів медичних університетів є ознайомлення студентів з основами сучасного математичного апарату як засобу розв’язання теоретичних та практичних задач фармації, медицини, біології, біофізики та медичної фізики, хімії та багатьох інших наук. Математична підготовка студентів спрямована на формування та розвиток мислення, вироблення вміння використовувати одержані знання при вивченні медичних, біологічних, фізичних, хімічних та інших дисциплін, тим самим вона забезпечує вищий рівень засвоєння  цих дисциплін та поліпшення професійної підготовки майбутніх фахівців. Викладання математики сприяє підвищенню і загальнокультурного рівня студентів, формуванню сучасного світогляду.

Загальною цілью заняття є навчити студентів свідомо використовувати апарат диференціальних рівнянь при вирішенні  задач медико-біологічного профілю.

Конкретні цілі заняття – навчити студентів:

1. розрізняти загальний та окремі розв’язки диференціального рівняння;

2. описувати прості зв’язки між медичними величинами, використовуючи  їх моделювання за допомогою диференціальних рівняннь;

3. аналізувати моделі, побудовані на диференціальних рівняннях з розділяючимися змінними.

Студент повинен знати (2 рівень):

1. означення лінійного диференціального рівняння;

2. означення звичайного диференціального рівняння;

3. означення диференціального рівняння у частинних похідних;

4. означення порядку диференціального рівняння;

5. означення загальний розв’язку звичайного диференціального рівняння;
Студент повинен оволодіти елементарними навичками (3 рівень):

1. описання простих зв’язків між медичними величинами з використанням  диференціальних рівнянь;
2. розв’язувати розв’язувати диференціальні рівняння з розділяючимися змінними.

4. Шляхи реалізації цілей заняття:

Для реалізації цілей заняття Вам необхідні такі вихідні знання:

1. означення та інтерпре​тацію похідної функції;

2. таблицю похідних елементар​них функцій;

3. похідні алгебраїчної суми, добутку, частки функцій та похідну складеної функції;
4. означення та інтерпре​тацію первісної функції;

5. таблицю первісних елементар​них функцій;
6. інтегрування заміною змінної;
7. інтегрування частинами;
8. формула Ньютона-Лейбніца.
5. Завдання для перевірки студентами свого вихідного рівня знань.

1. Що таке диференціал незалежноі змінної?

2. Що таке диференціал функції?

3. Як записують похідну через диференціал?
4. Означення первісної функції.
5. Означення невизначеного інтеграла.
6. Означення визначеного інтеграла.
7. Формула Ньютона-Лейбніца.
6. Інформацію для закріплення вихідних знань-вмінь можна знайти у посібниках:
Жуматій П.Г. Лекція «Диференціальні рівняння»,  2021.
Жуматій П.Г. “Математична обробка медико-біологічних даних. Задачі”. Одеса, 2015. 

7. Зміст навчального матеріалу з даної теми з виділенням основних вузлових питань.

При вивченні процесів взаємодії біологічно активних речовин з організ​мом людини широко використорують різноманітні фармакокінетичні моделі побудовані з використанням диференціальних рівнянь різних типів та порядків. Найпростіші моделі можуть мати у своєму складі як одне, так і більшу кількість  диференціальних рівнянь.
Якщо невідомих функцій більше ніж одна, тоді, відповідно, і диферен​ціальних рівнян​ь буде більше, тобто у такому випадку мають справу з систе​мою диференціальних рівнян​ь. На практиці часто зустрічаються системи диференціальних рівнян​ь першого порядку, розв’язаних відносно похідної:
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З такими системами диференціальних рівнян​ь доводиться працювати, коли треба знизити порядок диференціальних рівнян​ь або їх систем, щоб полегшити їх розв’язання. Нехай є деяке диференціальне рівняння другого порядку
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Щоб знизити порядок цього рівняння треба розглядати похідну як другу невідому функцію. Позначаючи її через z, одержимо еквівалентну систему диференціальних рівнян​ь першого порядку
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Для розв’язання системи диференціальних рівнян​ь першого порядку, розв’язаних відносно похідної, існують якісні алгоритми, реалізовані у різноманітних пакетах комп’ютерних програм.

Загальний розв’язок системи n диференціальних рівнян​ь першого порядку залежить від n довільних сталих. Завдання  n  початкових умов (при деякому значенні х задаються значення всіх n шуканих функцій) як раз достатньо для визначення всіх сталих і одержання частинного рішення системи n диференціальних рівнян​ь першого порядку.

Число рівнянь у системі звичайно дорівнює числу невідомих функцій. Якщо рівнянь у системі менше числа невідомих функцій, то це частіше за все свідчить про те, що просто не всі необхідні рівняння сформульовані, Якщо рівнянь у системі більше числа невідомих функцій, то це частіше за все свідчить про те, що деякі рівняння є наслідками інших і тому зайві, або просто про помилку при формулюванні математичної моделі. 

Розв’язуючи систему n диференціальних рівнян​ь першого порядку аналітичними методами, намагаються одержати алгебраїчну комбінацію цих рівнянь, яка містить одну залежну змінну, або їх комбінацію. Іноді це вдається. Тоді треба розв’язати це нове рівняння та підставити результат в одне з заданих рівнянь.

У випадку  системи n диференціальних рівнян​ь першого порядку з ста​ли​ми коефіцієнтами можна шукати розв’язок або згаданим  методом, або послідовно виключивши всі залежні змінні, крім одної. Таким чином одер​жане  диференціальне рівняння вищого порядку з сталими коефіцієнтами розв’язують і використовують результат для визначення інших  шуканих функцій.

8. Завдання для самостійної підготовки студентів.

8.1 Завдання для самостійного вивчення матеріалу з теми.
8.1.1. Приклади застосування диференціальних рівнянь у частинних похідних для моделювання медико-біологічних процесів. 

Приклад 1. 

Рівняння Юнга-Кортевега
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описує процес розповсюдження пульсової хвилі по аорті та артеріям при викиду крові з лівого шлуночка у період систоли. Швидкість розповсюдження v пульсової хвилі дорівнює
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де  E - модуль пружності стінки судини,  h - діаметр судини, ( -  густина крові.

Рівняння Юнга-Кортевега - диференціальне рівняння у частинних похідних другого порядку,  оскільки у нього входять другі частинні похідні змінення радіуса судини  при розширенні за часом  t  та координатою  x.

Приклад 2. 

Рівняння
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описує розповсюдження по нервовому волокну біопотенціалу дії V.  В цьому рівнянні  
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  -  питомі опіри аксоплазми та речовини мембрани нерва,  

  та  l - електроємність одиниці площі та товщина мембрани,  а  r - радіус нервового волокна. В це рівняння входять біопотенціал дії  V  та його перші та другі частинні похідні, тому і у цьому випадку ми маємо справу з диференціальним рівнянням у частинних похідних другого порядку.

Приклад 3.

Математична модель динаміки запалювального процесу інфекційної етіології описується рівнянням
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де  n - чисельність популяції патогенних мікроорганізмів, ( -  коефіцієнт дифузії інфекційних агентів, ( - коефіцієнт, що визначає відносну швидкість розмноження інфекційних агентів,  (  - коефіцієнт імунної активності, що характеризує смертність інфекційних агентів. В рівняння входять чисельність  n  популяції  патогенних мікроорганізмів та її перші та другі частинні похідні,  отже,  це також диференціальне рівняння у частинних похідних другого порядку.

Приклад 4. 

В моделі Роутона розглядається нестаціонарна дифузія кисню у плоский шар гемоглобіну з урахуванням кінетики оксигенації гемоглобіну.  Відповідне рівняння має вигляд
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де  (,  p  та  ( - коефіцієнт дифузії,  парціальний тиск та розчинюваність кисню, k  та  y - сталі швидкості реакції оксигенації та концентрація гемоглобіну. Це диференціальне рівняння у частинних похідних другого порядку.
Приклад 5. 

Розподіл частоти  мутантного гену визначається розв’язком диференціального рівняння у частинних похідних другого порядку
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де  k - коефіцієнт дифузії,  m - коефіцієнт, що характеризує ступінь селективної переваги домінантного гену.
Задача 1.

Розв’язати систему
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Розв’язок.

Додаючи та віднімаючи ці рівняння, маємо нову систему
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Кожне з рівнянь нової системи можна розв’язати незалежно від іншого. Маємо
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Звідки остаточно з новими довільними сталими, вдвічі меншими за попередні, 
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8.1.2  Знайдіть загальні інтеграли системи диференціальних рівнян​ь
1. 
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 (Правильна відповідь:
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2. 
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  (Правильна відповідь:
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3. 
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8.1.3  Контрольні запитання
1. Що називають системою диференціальних рівнян​ь?
2. Що називають системою диференціальних рівнян​ь першого порядку, розв’язаних відносно похідної?
3. Для чого використовують системи диференціальних рівнян​ь першого порядку, розв’язаних відносно похідної?
4. Які підходи  використовують для розв’язання системи диференціальних рівнян​ь першого порядку, розв’язаних відносно похідної?
5. Що таке система диференціальних рівнян​ь з сталими коефіцієнтами першого порядку, розв’язаних відносно похідної?
6. Які підходи  використовують для розв’язання системи диференціальних рівнян​ь з сталими коефіцієнтами першого порядку, розв’язаних відносно похідної?
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