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Одеса  2023
Тема 2. 4 год Коливання
 
Коливаннями (коливальним процесом) називають процес, який точно або приблизно повторюється через однакові проміжки часу, які називаються періодом коливань. 

Залежно від фізичної сутності процесу розрізняють коливання
· механічні (наприклад, коливання пружинного маятника), 
· електричні (змінний електричний струм), 
· звукові (коливання густини середовища, у якому поширюється звук) та ін. 
Незалежно від виду всім коливальним явищам властиві деякі загальні закономірності та загальні характеристики. 


Коливання поділяються також на:

· вільні незагасаючі коливання;

· вільні загасаючі коливання;

· вимушені коливання;

· автоколивання;

· параметричні.

Вільні незагасаючі коливання відбуваються в коливальній системі під дією тільки внутрішніх сил та починаються ці коливання після того, як система виведена з положення рівноваги.

Якщо внутрішня сила, що викликає коливання, пропорційна зміщенню від положення рівноваги тіла, що здійснює коливання, та спрямована протилежно зміщенню, то вільні незагасаючі механічні коливання описуються таким диференціальним рівнянням:
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де x - зміщення тіла, яке здійснює коливання, від положення рівноваги; 
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 - друга похідна величини х по часу t; величина  
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 - стала, яка є квадратом власної циклічної частоти коливань. 

Нагадаємо, що циклічна (кругова) частота коливань - це кількість коливань системи за 
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 секунд.

Диференціальне рівняння (1) має незліченну множину розв’язків, які відрізняються один від одного значеннями двох констант інтегрування. Зазвичай загальний розв’язок рівняння (1) записують у вигляді: 
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де величини 
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 та 
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 - це вищезазначені довільні константи, причому величина 
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 - це амплітуда коливань; 
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 - фаза коливань; 
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 - початкова фаза коливань (тобто значення фази коливань при t = 0). 

У випадку механічних коливань амплітуда – це максимальне зміщення тіла, що коливається, від положення рівноваги, а у загальному випадку амплітуда коливань - це модуль максимального відхилення  величини х, що коливається, від її рівноважного значення.

Нагадаємо також, що 
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де 
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 - частота коливань (кількість коливань за одиницю часу), вимірювана в герцах (Гц), а Т – період коливань, тобто час, за який відбувається одне повне коливання.

Вільні загасаючі коливання відбуваються в тому випадку, якщо на тіло, яке здійснює коливання, поряд із внутрішніми силами діє й зовнішня гальмівна сила (сила тертя або сила опору середовища руху тіла). 
Зазвичай припускають, що зовнішня сила - це сила опору середовища, та вважають, що ця сила пропорційна швидкості руху коливного тіла (це справедливо при не занадто великих швидкостях):
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 Тоді рівняння коливань може бути записане у вигляді:
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де 
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 - деяка стала, яка називається коефіцієнтом загасання.

Вигляд загального розв’язку цього рівняння залежить від знака різниці 
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. Якщо коефіцієнт загасання 
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  менший за власну циклічну частоту 
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, то різниця 
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 є позитивною величиною. У цьому випадку (випадку малого тертя) загальний розв’язок рівняння (3) має вигляд:
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 - циклічна частота коливань; 
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 - циклічна частота вільних коливань системи за відсутності сили опору. У випадку загасаючих коливань 
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 - це початкова амплітуда коливань.

Формула (4) описує загасаючі коливання.  При таких коливаннях циклічна частота менша за частоту власних коливань 
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, а амплітуда коливань  А  зменшується за експоненціальним законом  
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Швидкість убування  амплітуди часто характеризують  логарифмічним  декрементом загасання 
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  -  період вільних загасаючих коливань.

При збільшенні тертя різниця 
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 стає від’ємною,  а рух при цьому стає аперіодичним. 

Якщо права частина рівняння (3) відмінна від нуля та є періодичною функцією, то таке рівняння описує вимушені коливання:

 вимушені коливання відбуваються в коливальній системі під дією зовнішньої сили, яка періодично змінюється. 
Ця зовнішня періодична сила, що викликає вимушені коливання, називається змушуючою силою. 
Якщо змушуюча сила змінюється з часом за гармонічним законом, то рівняння вимушених коливань має вигляд:
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де 
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 - амплітуда змушуючої сили, m - маса тіла, яке здійснює коливання,  
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 - циклічна частота змушуючої сили.

Загальний розв’язок неоднорідного рівняння (5) є сумою загального розв’язку однорідного рівняння (3) та якого-небудь частинного розв’язку неоднорідного рівняння (5). 
Загальний розв’язок однорідного рівняння (3) у випадку 
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 наведений вище (формула (4)). 
Власні коливання є загасаючими і з часом вони зникнуть. 
Залишиться тільки частинний розв’язок неоднорідного рівняння, який описує постійні вимушені коливання. 
Цей частинний розв’язок шукають у вигляді синусоїдальної функції часу з тією самою циклічною частотою, що й циклічна частота змін правої частини рівняння (5), тобто частинний розв’язок рівняння (5) має вигляд:
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Підставляючи вираз (6) у рівняння (5), знаходимо амплітуду В та зсув фази 
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 вимушеного коливання:
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Амплітуда вимушеного коливання В прямо пропорційна амплітуді змушуючої сили f0, та має складну залежність від коефіцієнта загасання 
[image: image38.wmf]b

 і кругових частот власного 
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 та вимушеного 
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 коливань. 
Якщо циклічна частота змушуючої сили прямує до величини 
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, тобто 
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то амплітуда вимушених коливань прямує до максимального значення 
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, яке дорівнює
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У випадку малого загасання  
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  при виконанні умови (7), яка у цьому випадку має вигляд  
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, амплітуда вимушених коливань різко наростає. 

Різке зростання амплітуди вимушених коливань при наближенні частоти змушуючої сили до власної частоти коливань системи називається резонансом. 
При цьому частота 
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 змушуючої сили називається резонансною частотою. Резонансна частота дорівнює
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Якщо загасання відсутнє 
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, то амплітуда вимушених коливань при резонансі необмежено зростає, а сам резонанс спостерігається при збігу частоти змушуючої сили із власною частотою коливань системи. 
При збільшенні коефіцієнта загасання 
[image: image50.wmf]b

 резонансна амплітуда 
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 зменшується. Як видно з останньої формули, резонансна частота 
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 при цьому також зменшується. 

Зазначимо, що явище резонансу може мати найрізноманітніші прояви: 
· при коливанні у пружних середовищах, 
· в електричних коливаннях, 
· у звукових та світлових явищах та ін. 
В одних випадках явище резонансу є корисним (наприклад, настроювання апарата УВЧ - терапії на резонанс), в інших - шкідливим (руйнування конструкцій).

Важливим з погляду впливу на здоров'я людини є такий вид вимушених коливань, як вібрація. Дослідження показали, що вібрація є комплексним подразником, який викликає порушення функціонального, а за певних умов – і органічного характеру практично у всіх системах організму людини від центральної нервової та гуморальної до опорно-рухового апарата. 
Вібрація впливає на рефлекторну діяльність, зокрема, внаслідок зниження швидкості поширення збудження по волокнах периферичних нервів. Вібрація може призводити до порушень механізмів регуляції кровотечі та судинного тонусу. 
Істотну роль у розвитку ефектів вібродії відіграють резонансні явища 
· при вібрації опори із частотою, яка лежить у діапазоні 4 - 10 Гц, характерні дискомфортні та болючі відчуття в ділянці грудей та живота; резонансні коливання голови 
· при збуджуючих частотах у діапазоні 8 - 27 Гц можуть, зокрема, стати причиною зниження гостроти зору. 
Вивчення впливу вібрації на людей спричинило виявлення такого виду професійної патології, як вібраційна хвороба. 
При систематичному та тривалому впливі вібрації на людину спостерігаються органічні зміни, зокрема, у кістково-суглобовій системі. Дослідженнями доведено появу кістоподібних змін у кістках, реґіонарний остеопороз, втомлюванісні псевдопереломи, остеоартроз і спондильоз.  

З розгляду вимушених коливань випливає, що в реальній (із загасанням) коливальній системі можна підтримувати незатухаючі гармонічні коливання за рахунок впливу зовнішньої синусоїдальної сили. Ці коливання відбуваються із частотою змушуючої сили. 
Можна здійснити незатухаючі коливання реальної системи з власною частотою 
[image: image53.wmf]0
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. Для цього до коливальної системи необхідно ввести джерело енергії, яке б компенсувало втрати енергії, пов'язані із силами опору. 
Такі системи називаються автоколивальними: 
коливальна система, яка сама регулює надходження енергії до коливного тіла, називається автоколивальною системою, а незатухаючі коливання, які відбуваються за рахунок енергії самої коливальної системи, називають автоколиваннями. 
На відміну від вимушених коливань, частота й амплітуда автоколивань визначаються властивостями самої системи. 

Будь-яка автоколивальна система складається з трьох частин: 
· коливальної системи;
· регулювального пристрою, що здійснює періодичну подачу енергії до системи;
· джерела енергії. 
Роботою регулювального пристрою керує сама автоколивальна система. Взаємодія між ними називається зворотнім зв’язком.

[image: image54]
Найвідомішим прикладом автоколивальних систем є годинник. Багато біологічних систем (наприклад, серце, легені) також є автоколивальними системами.

Підбиваючи підсумки, можна сказати, що будь-які коливання описуються диференціальним рівнянням другого порядку, яке у загальному випадку має вигляд:                                                 
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причому тип коливань визначається значеннями коефіцієнтів а та b, а також видом функції f(t).


Додавання гармонічних коливань однакового напрямку і однакової частоти. Биття

Перш ніж розглядати додавання коливальних рухів, спинимось на способі

зображення коливань за допомогою обертального вектора амплітуди.


Для цього із довільної точки О, яка вибрана на осі X, під кутом, що дорівнює початковій фазі коливань, відкладемо вектор А , модуль якого дорівнює амплітуді А коливання.

[image: image82.emf]
Проекція вектора А на вісь ОХ дорівнює зміщенню х0 у момент початку відліку часу (t = 0):

х0 = А соs φ0 .

Обертатимемо вектор амплітуди навколо осі О, яка перпендикулярна до площини рисунка, з кутовою швидкістю ω0 . За проміжок часу t  вектор амплітуди повертається на кут ω0 t. Проекція вектора А в цьому положенні на вісь ОХ дорівнює:

х = А соs(ω0t + φ0 ).


За час Т, що дорівнює періоду коливань, вектор амплітуди повертається на кут 2 л , а проекція його кінця зробить одне повне коливання навколо положення рівноваги О, отже, обертовий вектор амплітуди повністю характеризує гармонічне коливання.


Нехай точка бере участь у двох гармонічних коливаннях однакової частоти, які напрямлені вздовж однієї прямої:

х1 = А1 соs(ω0t + φ01 ),     х2 = А2 соs(ω0t + φ02 ).

[image: image83.emf]Ці коливання зручно додати, користуючись методом обертального вектора амплітуди. 

Для цього відкладемо з точки О під кутом φ1 вектор амплітуди А1 , а під кутом φ2 - вектор амплітуди А2.

Оскільки ці вектори обертаються з однаковою кутовою швидкістю, то різниця фаз між ними постійна. Оскільки сума проекцій двох векторів на одну вісь дорівнює проекції на ту саму вісь вектора, який є їх сумою, то результуюче коливання можна подати вектором амплітуди А , що дорівнює сумі векторів А1 і А2 , і який обертається навколо точки О з тією самою кутовою швидкістю ω0 , що й вектори А1 і А2 . Результуюче коливання описуються рівнянням

х = х1 + х2 = А соs(ω0t + φ ),

де А - амплітуда результуючого коливання, а φ - його початкова фаза.


Застосовуючи теорему косинусів до одного з трикутників, на які паралелограм розбивається діагоналлю, одержимо, що

[image: image56.emf] [image: image57.emf]

Амплітуда А результуючого коливання залежить від різниці початкових фаз коливань, що додаються. Можливі значення А лежать в межах

[image: image58.emf]

Якщо частоти коливань  неоднакові, то вектори  А1  і  А2  будуть обертатися з різною швидкістю. В цьому випадку результуючий вектор  А пульсує за величиною і обертається зі змінною швидкістю.


Результуючим рухом буде в цьому випадку не гармонічне коливання, а деякий складний коливний процес.


Особливий інтерес становить випадок, коли два гармонічні коливання однакового напрямку, що додаються, мало відрізняються за частотою.


Періодичні зміни амплітуди коливання.які виникають при додаванні двох гармонічних коливань одного напрямку з близькими частотами, називаються биттями.


Нехай амплітуди коливань А1  = А2 = А , φ01 = φ02 = 0, а частоти дорівнюють

[image: image59.emf]
Тоді рівняння коливань матимуть вигляд:

[image: image60.emf]
Додаючи ці вирази і застосовуючи тригонометричну формулу для суми косинусів 

[image: image61.emf]
отримуємо:

[image: image62.emf]
Отриманий вираз є добуток двох коливань. Оскільки  [image: image63.emf] , то перший множник майже не зміниться, коли множник соsω0t  здійснює кілька повних коливань. Тому результуюче коливання х можна розглядати як гармонічне з частотою ω0  й амплітудою

[image: image64.emf]
Частота зміни Аδ удвоє більша від частоти зміни косинуса (оскільки береться

[image: image84.emf]за модулем). Частота биття дорівнює різниці частот коливань, що додаються, тобто ωδ = Δω . 

Додавання взаємно перпендикулярних коливань

Нехай матеріальна точка С одночасно бере участь у двох гармонічних коливаннях з однаковою частотою у двох взаємно перпендикулярних напрямках як вздовж осі X, так і вздовж осі У.

Якщо збудити обидва коливання, матеріальна точка буде рухатись вздовж деякої криволінійної траєкторії, форма якої залежить від різниці фаз обох коливань.


Виберемо початок відліку часу так, щоб початкова фаза першого коливання дорівнювала нулю. Тоді рівняння коливань матимуть такий вигляд:

[image: image65.emf]
де φ - різниця фаз обох коливань.


Ці вирази - параметрична форма рівняння траєкторії, вздовж якої рухається точка, що бере участь в обох коливаннях.


Щоб отримати рівняння траєкторії у звичайному вигляді, треба виключити з цих рівнянь параметр t . Проведемо наступні перетворення:

[image: image66.emf]
[image: image67.emf][image: image68.emf]
[image: image69.emf]
[image: image70.emf][image: image71.emf]
[image: image72.emf]
 Це рівняння еліпса, осі якого повернуті відносно координатних осей ОХ і ОУ.

Орієнтація еліпса і величини його півосей залежать від амплітуд  А  і  В  і різниці фаз φ.


Розглянемо частинні випадки.

[image: image73.emf]   [image: image74.emf]  [image: image75.emf]
          [image: image76.emf]                [image: image77.emf]                 [image: image78.emf]
φ = ±2тπ               φ = ± (2т+ І)π              φ = ±(т+½)π
т = 0, 1, 2,....
[image: image85.emf]
Якщо частоти взаємно перпендикулярних коливань, що додаються, різні, то замкнена траєкторія результуючого коливання досить складна.


Замкнені траєкторії, що кресляться точкою, яка здійснює одночасно два взаємно перпендикулярні коливання, називаються фігурами Ліссажу. Форма цих кривих залежить від співвідношення амплітуд, частот і різниці фаз коливань, що додаються

Аналіз Фур‘є

За Фур‘є, будь-яке складне коливання y(t) можна представити як комбінацію достатньо великої кількості синусоїдних та косинусоїдних коливань, які утворюють ряд Фур’є :
y(t) = n(Ansin2nt + Bncos2nt),
де An і Bn амплітуди гармонічних коливань; n частота n-го коливання.


Залежність відносної інтенсивності гармонік від їх частоти

називається гармонічним спектром складного коливання. 

Приклад розкладання складного коливання в ряд Фур‘є та відповідний гармонічний спектр цього коливання на рис. 4.
[image: image79.emf][image: image80.emf]
   Розкладання  коливання в ряд Фур'є                 Гармонічний спектр коливання
Контрольні питання

1. Вільні коливання. 
2. Диференціальне рівняння вільних коливань. 
3. Загасаючі коливання

4. Диференціальне рівняння загасаючих коливань та його розв’язок.
5. Вимушені коливання 
6. Диференціальне рівняння вимушених коливань та його розв’язок.
7. Амплітуда та частота вимушених коливань. Резонанс
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