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Тема 4.  4 год Механіка суцільних середовищ.

Деформація - це зміна форми й/або розміру тіла під дією зовнішніх сил.


Пластична деформація – це деформація, яка зберігається в тілі після припинення дії зовнішніх сил.


Пружна деформація – це деформація, за якої тіло набуває первин-

них розмірів і форми після припинення дії зовнішніх сил.

Усі реальні матеріали зазнають деякої деформації під впливом сил.
Схематичний вид різних режимів навантаження: 
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1) деформація розтягу (стиску) – виникає, коли перпендикулярно до поверхонь торців об’єкта діють сили, рівні за модулем, але протилежні за напрямком; 
2) деформація сгину – виникає в об’єкті, коли один його переріз нерухомий, а в іншому діє сила, перпендикулярно до вісі зразка; 
3) деформація зсуву – деформація тіла, коли його плоскі шари зміщуються паралельно один одному; 
4) деформація кручення – виникає в об’єкті, коли один його переріз нерухо-мий, а в іншому діє пара сил, момент якої напрямлений вздовж осі зразка 

Усі види деформацій можуть бути зведені до деформацій розтягу (або стиску) і зсуву, що відбуваються одночасно.

Припустимо, що сила, що діє на зразок початкової довжини  L0, розтягує його на   L = L ‒ L0.  Видовження на одиницю довжини,    L /L,  не залежить від довжини зразка та називається  відносна  поздовжня  деформація   
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Розтяг (стиск) тіл завжди супроводжується зміною їх поперечних розмі-

рів: Δd = d – d0. Відповідно, відносна поперечна деформація   ′  = Δd /d.
Деформації ε та ε′ завжди мають різні знаки.
Якщо відносна поздовжня деформація уздовж осі розтягання    > 0,  і  стиск уздовж поперечного напрямку представляється відносною поперечною деформацією  ′ < 0,  то   коефіцієнт поперечного стиску (коефіцієнт Пуассона)  ν  дорівнює  
ν = - ′./
Коефіцієнт поперечного стиску  ν  характеризує серйозність поперечного стиску матеріалу  при одноосьовому видовженні.
Будь-яке обладнання, у якому навантаження робить видовження,  що збільшується з вантажем, називають пружиною. 
Якщо  F позначає силу та  x видовження пружини, то 
F = k x, 
де   k   називають константою пружини. 

Пружну силу dF, що припадає на одиницю площі dS  перерізу тіла  dF /dS,  називають механічна напруга (Н/м2; Па).

Якщо сила напрямлена по нормалі до поверхні, напруга нормальна (σ), якщо по дотичній – напруга дотична ().
Пружність матеріалу при деформації розтягу або стиску  дається законом Гука, 
σ = Eε . 
E  відомий як модуль Юнга, або модуль поздовжньої пружності матеріалу. Модуль Юнга  –  характеристика опору матеріалу розтягу або стиску. 
Більшість твердих тіл показує лінійне співвідношення деформації й напруги тільки для малої амплітуди деформацій. 
Ця амплітуда залежить від матеріалу й може бути приблизно від  0.1 % для металів до більш ніж 100 % для гуми. 
Нехай прикладене сила  F  паралельна  площині, що підтримує прямокутний блок. Дотична напруга    =  F/A. 
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Деформація прямокутного блоку проявляється увідхиленні  γ  від прямого кута,   яке  використовують у якості критерію деформації зсуву. 
Співвідношення між дотичною напругою і деформацією  зсуву  γ
τ = Gγ, 

де  G  відомий як модуль зсуву. 
Об'ємний модуль пружності   K  визначає  зміну  об'єму  dV   матеріалу,  коли тиск змінюється  на  dp:

[image: image4].
Негативний знак дозволяє позитивній стискальності описувати типовий випадок, де збільшення тиску викликає зменшення в об'ємі. 
Для ізотропного пружного матеріалу об'ємний модуль пружності K, модуль Юнга  E,  модуля зсуву  G  і коефіцієнт Пуассона  ν  зв'язано  двома залежностями, 
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Діаграма  напруга - деформація 
Ми обмежили обговорення малими деформаціями  ε << 1,  так, що всі прикладені деформації абсолютно відновлювані. Це - пружна область реакції. 
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 Те, що відбувається при більших деформаціях залежить  від типу матеріалу. 
Поза областю пружних деформацій ми входимо в область необоротної реакції, яку називають залишковою деформацією. 
Реалістичне  співвідношення деформації  й напруги  показує діаграма  напруга - деформація: 

• Є пружна поведінка за законом Гука до точки  P, межі пропорційності. 
• При більш високих напругах співвідношення деформації  та напруги нелінійно. До межі пружності, позначеної  EL, предмет вертається до його початкової довжини, коли напругу видаляють. 

• Для напруг вище межі пружності є  залишкова (пластична) деформація, і довжина й форма зразка відрізняються після того, як напругу видаляють. 
 Межа текучості, позначена YP;  вище неї велике подовження може відбутися  без великого збільшення напруги. 
Межа текучості оцінюється  перетинанням графіка залежності деформації від напруги з лінією паралельної до лінійної частини графіка,  що перетинає  вісь деформації в точці  0.2 %  (або 0.002).  

• Матеріал залишається неушкодженим для більших напруг до межі міцності (TS).

 Вища напруга руйнує матеріал у точці F, що відбувається при деформації, названою критичною деформацією або граничним відносним видовженням. 

В'язкопружність
Раніше передбачалося, що, коли напруга застосовується, реакція деформації миттєва. Для багатьох важливих біоматеріалів, включаючи полімери й тканини, це не так. 
Реакції  більшості матеріалів залежать від часу й від історії. Цей дуже важливий тип механічної поведінки називається  в'язкопружність. 
В'язкопружність  –  реакція матеріалу до напруги,   в якої  є  й  в'язка й пружна компоненти. 
 На додаток до відновлюваної пружної реакції на прикладену силу матеріали можуть піддатися залишкової деформації протягом довгого часу навіть при постійній силі. 
Це безперервне, залежне від часу розтягання під постійним навантаженням називають повзучістю. 
Так само, якщо матеріал розтягнуть на встановлене постійне видовження безупинно відбувається зниження напруги. Безперервне зниження напруги при постійному розтягу називають релаксацією напруги. 
Обидві ці реакції  –  результат в'язкого плину в матеріалі. 
Механічний аналог в'язкого плину –  амортизатор або циліндр з  в'язкою рідиною і поршень. Будь-якої малої сили досить, щоб поршень рухався. Якщо сила буде збільшена, то швидкість зсуву збільшиться. 
Зовсім пружна поведінка моделюється пружиною, з 
F (t) = kx (t), 

де  F  –  прикладена сила,  x  –  зсув кінця пружини,  k  – константа пружини. Сила й зсув залежать від стану в поточний час t  і незалежні від історії. 
Зовсім в'язка поведінка моделюється амортизатором, з 
F (t) = cV(t),

де реакція  F  залежить від швидкості V(t),  c  –  коефіцієнт в'язкого тертя.  

Ідеалізований амортизатор  –  поршень, що рухається в циліндрі, в якому його переміщенню перешкоджає в'язка рідина. 
Прості в'язкопружні моделі 
Біологічні рідини й тверді тіла звичайно в'язкопружні, і це включає м'язи, хрящ, сухожилля, кістки, кровоносні судини, легенева тканина та інші. 
Для простого опису в'язкопружних матеріалів застовують три моделі. 
1. Модель Максвелла  амортизатор і пружина, послідовно з'єднані (a). 
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В експерименті повзучості  (b),   є миттєва реакція пружини.  Потім деформація збільшується лінійно в часі, через амортизатор. Коли силу прибрали,  деформація негайно зменшується на величину, надану пружиною, і повзучість припиняється. 
В експерименті релаксації напруги  (c),  є  миттєва реакція пружини, але ця реакція експонентно зменшується  як  exp (t /),  через  амортизатор. 

Параметр    =  c/k   є  стала часу. 
2. Модель Фойгта  амортизатор і пружина,  паралельно з'єднані (a). 
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В експериментах повзучості (b),  є експонентне збільшення повзучості, як  1   exp (t /),  через амортизатор, де знову   =  c/k.   Якщо силу прибрати,  ця деформація загасає  по експоненті як   exp (t /). 
В експериментах  релаксації напруги  (c),  є миттєве тимчасове 
збільшення сили й потім сила є сталою величиною, надану пружиною. 
3. Модель Кельвіна  амортизатор і пружина з'єднані послідовно,  які з'єднані паралельно з іншою пружиною (a). 
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Сталі часу     =  c/k1,     =  c (1/k1 + 1/k2). 
В експериментах повзучості (b),  є  миттєва реакція пружини  k1   і потім експонентне збільшення повзучості, як 1   exp (t /).  Коли силу прибрали,  деформація негайно зменшується на величину, надану пружиною, і повзучість припиняється. Ця  деформація загасає  по експоненті як  exp (t /). 
В експериментах  релаксації  напруги (c),  є  миттєве тимчасове 
збільшення сили, але ця реакція експонентно зменшується як  exp(t/τε)  до сталої величини. 
Моделі Максвелла й Фойгта  - частинні випадки моделі Келвина, і отже, модель Келвина показує характерні особливості обох більш простих моделей, але її використання робить аналіз складним. Моделі більш складних матеріалів складаються з комбінацій моделей Келвина. 
Механічні властивості рідини
Рідина змінює форму безупинно під дією дотичної напруги, незалежно від того, як мала величина напруги. 
Щоб вивчити поведінка рідин, корисно визначити характеристики рідинних властивостей, які включають густину і в'язкість. 
Густина   (ро)  визначена як маса одиниці об'єму речовини.  Дві рідини з однаковою густиною під дією тих же сил можуть текти зовсім по-іншому. Додаткова властивість, яка визначає різниця в їхній поведінці,  є  в'язкість. 
Дотична напруга і швидкість зсуву 
Щоб зрозуміти в'язкість, розглянемо рідину між двома паралельними площинами, нескінченними по ширині й довжині. 
[image: image16.emf]
Нехай нижня площина  A  нерухома, а верхня площина  B є рухливою, зваженої на рідині між двома площинами.  Відстань між двома площинами  –  h.  

Сила F змушує площину  B  рухатися  зі швидкістю  VB  щодо площини A. 
 Дотична  напруга  у цьому випадку може бути презентована формулою
[image: image17.emf]
де  А - площа поверхні  площини  В. 
Нехай  y  є відстань від площини  А до довільної точки вище площини.  Швидкість V  рідини між площинами є функцією відстані y: V = V (y). Тоді, для малих величин  V  і  y (V  = x/t,     γ =  x/y )
V /y =  γ /t  = 
[image: image18.wmf]g
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Перша похідна деформації зсуву за часом  t  є  швидкість зсуву 
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 Дотична напруга  у рідині пов'язана зі швидкістю зсуву  
[image: image20.wmf]g
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.   Цей зв'язок показує  графік залежності дотичної напруги від швидкості зсуву 
[image: image21.wmf]g
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.  Графіки цих залежностей називаються кривими плину.
Властивість, яку представляє нахил графіка цієї  залежності, є динамічна в'язкість  μ  (мю). Одиниці  СІ  для динамічної в'язкості – Пa·с. 
Іншою характеристикою рідини  є  кінематична в'язкість  (m2/с): 
[image: image22.emf]
 Для багатьох рідин в'язкість не залежить від швидкості зсуву. Рідини з постійною в'язкістю відомі як  ньютонівські рідини. Для ньютонівських рідин 
[image: image23.emf]
де  – дотична напруга,   μ  – динамічна в'язкість,  
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  –  швидкість зсуву. 
Графік залежності   від 
[image: image25.wmf]g
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 для ньютонівських рідин має вигляд прямої, яка проходить через початок координат.
Для неньютонівских рідин  в'язкість залежить від швидкості зсуву, і нахил графіка залежності  дотичної напруги  від  швидкості зсуву не є  сталим  

Різні види неньютонівских рідин показані на графіку:
[image: image43.emf]1 Неньютонівські рідини, в'язкість яких збільшується з ростом швидкості зсуву (дилатантні рідини). Дилатантне поводження виникає за наявності обертання частинок, обумовленого існуючими градієнтами швидкостей, та "тертям" при зіткненні частинок.

Пливун - гарний приклад такої рідини. Якщо рухатися повільно в пливуні, то в'язкість низка, і переміщення відносно легке. Якщо рух швидкий, то велика в'язкость робить переміщення важким. 

2. Неньютонівські рідини, в'язкість яких зменшується з ростом швидкості зсуву (псевдопластичні). Псевдопластичне поводження найчастіше спостерігається у рідинах, що містять такі частинки, які змінюються при зміні умов плину. 

3. В'язкопластична рідина може витримати деяку напругу зсуву  τ0  й текти як рідина, коли цю межу перевищено. Тобто, спостерігається стрибкоподібний перехід від майже пружних деформацій при малих напругах до в'язкого плину при тих значеннях напруги зсуву, які перевищують  τ0  –  межу напруги зсуву. 

В'язкопластичні властивості є у різних рідин, у тому числі у цільної крові. Водночас  у плазмі крові вони слабкі, а сироватка крові  – ньютонівська рідина. 
Це означає, що неньютонівські властивості крові пов'язані, у першу чергу, з форменими елементами крові.

У набуття кров’ю неньютонівських властивостей найважливішим є внесок еритроцитів. Це пов'язано з великою кількістю еритроцитів у крові (5 млн./мм3), деформацією при проходженні через судини малого діаметра  та зі здатністю еритроцитів утворювати агрегати, розміри яких залежать від умов плину крові.

В'язкість крові людини залежить від швидкості зсуву. Зі збільшенням швидкості зсуву вона зменшується. Так, при великих швидкостях зсуву в'язкість крові мало залежить від 
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, наближаючись до величини 4-5 мПа . с.

При великих значеннях швидкості зсуву залежність напруги зсуву τ  від швидкості зсуву близька до лінійною та описана формулою Шведова-Бінгама: 
τ = τ0 + μ
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 де  μ  – коефіцієнт, із розмірністю коефіцієнта в'язкості.
При малих значеннях швидкості зсуву 
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 для опису цієї залежності використовують формулу Кессона:

τ1∕2 = τ01∕2 + (μ
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)1∕2.
Це   корисна емпірична  модель для крові. 
Визначення змін величини в’язкості крові є важливим для діагностики. Якщо відношення в’язкості крові до в’язкості плазми називати відносною в’язкістю, то зміна відносної в’язкості крові в діапазоні від  4,2  до  6,0 вважається нормою. Разом з тим при анемії відносна в’язкість крові менша за 2,0, при поліцитимії  –  більша за 10,0. 

Гідродинаміка
Гідродинаміка має справу з рідинами в русі. 

Усі рідини стисливі  певною мірою. Однак, у багатьох ситуаціях зміни в тиску досить малі й зміни в густині незначні. У цьому випадку потік може бути змодельований  як  потік нестисливої рідини й за умови, що маса в об'ємі не змінюється,  рівняння нерозривності може бути написане у формі: 
Q = А V = const,
де  Q  –  об'ємна швидкість (m3/s), де А та V площа перерізу та швидкість. 
При русі крові у великому колі кровообігу її середня лінійна швидкість спочатку зменшується, досягає мінімума в капілярах, а потім зростає. 
Ці зміни значень середньої швидкості пояснюються, виходячи з формули нерозривності струменя, з якої випливає, що швидкість руху крові зменшується при збільшенні сумарної площі перерізу судин системи кровообігу й, навпаки, збільшується при зменшенні сумарної  площі перерізу. 


Площа сумарного просвіту всіх капілярів в 500…600 разів більша за площу поперечного перерізу аорти. Саме в капілярній сітці при повільній швидкості руху відбувається обмін речовин між кров'ю та тканинами.

Ламінарний плин  –  це стаціонарний потік рідини уздовж ліній струму. 

Із  збільшенням швидкості, потік стає хаотичним з випадковим  3-вимірним рухом,  накладеним на середню швидкість потоку. Це турбулентний плин. 
Передбачити перехід  між ламінарним і турбулентним плинами допомагає безрозмірне число Рейнольдса: 
[image: image30.emf]
Де  ρ  –  густина у кг/м3,  D  –  діаметр  труби в  м,  μ  –  в'язкість в  Па·с, V  –  середня швидкість у м/с плину рідини  через  поперечний  переріз труби.  А саме:

• ламінарний плин відбувається при  Re < 2000. 

• турбулентний плин відбувається при  Re  > 4000. 

• інтервал  2000 < Re  < 4000 відомий як перехідний режим. 

Фізично, число Рейнольдса представляє відношення сил інерції до в'язких сил. 
Число Рейнольдса також корисно для обчислення вхідної  довжини  XE  для ламінарного потоку, що повністю встановився, у трубі. 
[image: image31.emf].
Якщо   Re = 300,  то  XE = 18 D  потрібна для повністю ламінарного потоку.
В нормальних умовах течія крові в серцево-судинній системі є ламінарною.

Розв'язок завдання гідродинаміки включає обчислення різних величин, таких як швидкість, тиск, густина. 
Розглянемо ламінарний  плин ньютонівскої нестисливої рідини у твердій, циліндричній трубі постійного поперечного перерізу. 
Виділимо циліндр рідини й складемо сили, що діють на цей циліндр. 
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Дотичне напруження пов'язане зі швидкістю зсуву: 
[image: image34.emf]
Спільний  розв'язок  цих рівнянь дає формулу для швидкості 
[image: image35.emf].
Градієнт тиску  dp/dx,  який дав би позитивну швидкість,  є  негативна величина. Видно, що максимальна швидкість буде на вісі труби, коли  r = 0. 
Використовуючи отриману формулу для швидкості  можливо обчислити  
Q  –  об'ємну швидкість потоку рідини, що  проходить через трубу. Її описує закон Хагена-Пуазейля: 

[image: image36.emf].
Закон Хагена-Пуазейля застосовують до опису кровотоку в капілярах і 
венах, повітряного потоку в альвеолах легенів, для вимірювання в'язкості крові. 
Є кілька методів вимірювання в'язкості на основі Хагена-Пуазейля. 
В 1851  Стокс вивів формулу, відому як закон Стокса, для сили в'язкого тертя, що діє  на кулю при русі в в'язкому середовищі: 
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,
Де  Fd  –  сила тертя,  μ –  в'язкість рідини,   R  –  радіус сферичного предмета, і  V – швидкість. 
На законі Стокса заснований принцип дії віскозиметра падаючої кулі, у якім рідина є стаціонарною у вертикальній скляній трубі. Кулі відомого розміру й густини дозволяють спускатися крізь рідину. 

Коли сила тертя разом з силою Архимеда точно балансує силу тяжіння, досягається кінцева стала швидкість V, яка може бути визначена за часом, який потрібно, щоб пройти в трубі певна відстань : 
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де  g  –  гравітаційне прискорення (м/с2),  ρp  –  густина  кулі (кг/м3), і    –  густина  рідини  (кг/ м3). 
Знаючи кінцеву швидкість, розмір і густину кулі і густину рідини, закон Стокса можно використати  для обчислення в'язкісті рідини  μ. 
Кровоносна система – послідовно з'єднані серце, артерії, артеріоли, капіляри, венули й вени. 
Серце  – драйвер кровоносної системи, що генерує серцевий викид, ритмічно скорочуючись і розслаблюючись. Це створює зміни в регіональних тисках, і, разом із клапанною системою в серце й венах, гарантує, що кров переміщається в кровоносній системі в одному напрямку. 
Щоб досліджувати феномени кровотока, були розвинені електричні аналоги, які описуються лінійними диференціальними рівняннями.  
У цих моделях опір судин кровотоку представлена опором  R,  пружність судин конденсатором  C,  і  інерція крові  індуктивністю  L. 
Припускаючи, що кровоток  Q  і тиск  P походять на електричний струм  I і напругу  U, відповідно, кровоток через судину (наприклад, артерію або вену) може бути представлений електричною схемою: 
[image: image44.emf] Для системи судин, з'єднаних послідовно (або малі частки неоднорідної судини) використовується схема, складена з ряду частин, характеристики яких представлені  Ri, Ci, і  Li. Цей розділений на відсіки підхід дозволив комп'ютерне моделювання складних артеріальних систем із клінічними застосуваннями.
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1. Механічна напруга та її складові.

2. Різновиди деформацій та їх характеристики.

3. Закон Гука.

4. Діаграма напруга-деформація.

5. Прості в’язкопружні моделі: Максвела, Фойгта та Кельвіна.

6. Рідини. Напруга зсуву та швидкість деформації зсуву.

7. Формула Ньютона. Динамічна та кінематична в’язкість.

8. Неньютонівські рідини. Рідини Бінгама-Шведова, Кессона.

9. Ламінарна та турбулентна течії. Число Рейнольдса.

10. Плин в’язкої рідини по трубі. Формула Гагена-Пуазейля.

11. Рух тіл у в’язких рідинах. Закон Стокса.

12. Гемодинаміка. Модели системи кровообігу.
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