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Лекцiя № 1

Тема: Диференцiальне числення

Мета: Ознайомити здобувачiв з основними поняттями диференцiального числення, вклю-
чаючи визначення функцiї, похiдної та диференцiала; розглянути геометричний змiст похiдної,
основнi правила диференцiювання та їх застосування для аналiзу функцiй.

Основнi поняття: Функцiя, аргумент, суперпозицiя функцiй, прирiст аргументу, при-
рiст функцiї, безперервна функцiя, похiдна, диференцiювання, кутовий коефiцiєнт дотичної,
зростаюча функцiя, убуваюча функцiя, критичнi точки, монотоннiсть, максимум, мiнiмум,
екстремуми, диференцiал функцiї, частиннi похiднi, повний диференцiал, градiєнт функцiї.

Змiст навчального матерiалу з даної теми
Змiнна величина Y називається функцiєю незалежної змiнної величини X, називаної аргу-
ментом, якщо кожному значенню змiнної X за деяким законом поставлене у вiдповiднiсть
значення змiнної Y .

Указуючи, що Y є функцiєю аргументу X, застосовують один з таких записiв: Y = f(X), Y =
F (X), Y = Y (X). Якщо замiсть незалежної змiнної X використовуються значення функцiї
X = g(t), то функцiя Y = f [g(t)] називається суперпозицiєю функцiй.

Нехай незалежна змiнна набуває значення x0, а потiм x. Рiзниця мiж наступним i попере-
днiм значеннями незалежної змiнної називають приростом аргументу :

∆x = x− x0

Вiдповiдну рiзницю мiж значеннями функцiї називають приростом функцiї :

∆y = f(x)− f(x0)

Графiчно прирiст аргументу й прирiст функцiї зображенi на малюнку. Прирiст функцiї зале-
жить i вiд значення аргументу, i вiд його приросту.

Функцiю y = f(x) називають безперервною в точцi x0, якщо нескiнченно малому приро-
сту аргументу вiдповiдає нескiнченно малий прирiст функцiї.

Похiдна функцiї
Похiдною функцiї Y = f(X) у точцi X називається границя вiдношення приросту функцiї
до приросту аргументу, коли прирiст аргументу прямує до нуля.

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x

Операцiю визначення похiдної називають диференцiюванням.
Для позначення похiдної використовують символи y′, f ′(x), dy

dx . Похiдна показує миттєву
швидкiсть змiни функцiї при змiнi аргумента.

Беручи до уваги малюнок, записуємо:

∆y

∆x
= tanβ
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Якщо ∆x → 0, то β → α, tanβ → tanα.

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= tanα

Геометричний змiст похiдної: кутовий коефiцiєнт дотичної до графiка функцiї в
данiй точцi дорiвнює значенню її похiдної в точцi доторкання.

Правила обчислення похiдних
1. (C)′ = 0

2. (x)′ = 1

3. (xn)′ = nxn−1

4. (
√
x)′ = 1

2
√
x

5. (u± v)′ = u′ ± v′

6. (uv)′ = u′v + uv′

7. (uv )
′ = u′v−uv′

v2

8. (sinx)′ = cosx

9. (cosx)′ = − sinx

10. (tanx)′ = 1
cos2 x

11. (cotx)′ = − 1
sin2 x

12. (arcsinx)′ = 1√
1−x2

13. (arccosx)′ = − 1√
1−x2

14. (ax)′ = ax ln a

15. (ex)′ = ex

16. (loga x)
′ = 1

x ln a

Застосування похiдної для визначення iнтервалiв монотонностi й екс-
тремумiв функцiї
Функцiя називається зростаючою, якщо додатньому приросту аргументу вiдповiдає дода-
тний прирiст функцiї. Функцiя називається убуваючою, якщо додатньому приросту аргу-
менту вiдповiдає вiд’ємний прирiст функцiї.

Сформулюємо достатнi умови росту й убування функцiї. Якщо функцiя y = f(x) має
додатню похiдну в кожнiй точцi промiжку осi x, то функцiя зростає на цьому промiжку осi
x. Якщо функцiя y = f(x) має вiд’ємну похiдну в кожнiй точцi промiжку осi x, то функцiя
убуває на цьому промiжку осi x.
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Точки з областi визначення функцiї f(x), у яких похiдна дорiвнює нулю або не iснує,
називають критичними точками. Промiжки мiж критичними точками, де функцiя дифе-
ренцiйована, представляють областi монотонностi функцiї.

Функцiя y = f(x) має максимум при x = xi, якщо для околу точки xi виконується
нерiвнiсть f(xi) > f(x). Функцiя y = f(x) має мiнiмум при x = xj , якщо для околу точки xj

виконується нерiвнiсть f(xj) < f(x). Максимум i мiнiмум разом представляють екстремуми
функцiї.

Сформулюємо необхiдну умову наявностi екстремума функцiї в критичнiй точцi xi.
Якщо функцiя y = f(x) має екстремум у точцi xi i в цiй точцi iснує похiдна, то ця похiдна
дорiвнює нулю: f ′(xi) = 0.

Сформулюємо достатню умову наявностi екстремума. Якщо функцiя безперервна в то-
чцi xi, i при переходi через цю точку знак похiдної змiнюється, то в точцi xi функцiя має
екстремум. Якщо знак похiдної змiнюється з додатного на вiд’ємний, то має мiсце максимум.
Якщо знак похiдної змiнюється з вiд’ємного на додатний — то мiнiмум.

Диференцiал функцiї
На основi визначення похiдної i границi можна записати

∆y

∆x
= f ′(x0) + α(∆x),

де функцiя α(∆x) → 0 при ∆x → 0. Тепер знаходимо прирiст функцiї у виглядi суми двох
доданкiв:

∆y = f ′(x0)∆x+ α(∆x)∆x

Перший доданок лiнiйно залежить вiд приросту аргументу й визначає головну частину при-
росту функцiї, якщо f ′(x0) ̸= 0.

Головна лiнiйна частина приросту функцiї dy = f ′(x0)∆x називається диференцiалом
функцiї f(x) у точцi x0. На малюнку зображений геометричний змiст диференцiала — як
прирiст ординати дотичної. Диференцiал залежить i вiд значення аргументу, i вiд його при-
росту. Величину ∆x називають диференцiалом аргументу dx. Тому диференцiал функцiї
визначають як добуток похiдної на диференцiал аргументу:

dy = f ′(x)dx

На основi такого визначення похiдна функцiї дорiвнює вiдношенню диференцiала функцiї до
диференцiала аргументу:

y′ =
dy

dx

Операцiя диференцiювання полягає в тому, щоб знайти похiдну або диференцiал.

Частиннi похiднi
Нехай функцiя z = f(x, y) визначена в областi D. Розглянемо такi точки (x; y), якi разом з їх
околами належать до областi визначення функцiї.

Величина ∆xz = f(x0+∆x, y0)−f(x0, y0) називається частинним приростом функцiї по
аргументу x у точцi (x0; y0). Величину ∆yz = f(x0, y0+∆y)−f(x0, y0) називають частинним
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приростом функцiї по аргументу y у точцi (x0; y0). Розгляд частинного приросту по
одному з аргументiв автоматично передбачає постiйнi значення iнших аргументiв (фiксацiя
iнших змiнних).

Частинною похiдною функцiї z = f(x, y) по аргументу x у точцi (x0; y0) назива-
ють границю вiдношення частинного приросту функцiї до приросту аргументу, коли прирiст
аргументу прямує до нуля:

∂z

∂x
= lim

∆x→0

∆xz

∆x

Аналогiчно визначають частинну похiдну по аргументу y:

∂z

∂y
= lim

∆y→0

∆yz

∆y

Для частинної похiдної використовують ще такi позначення: z′x, f ′
x(x, y).

Частинний прирiст функцiї по аргументу x так, як i при розглядi приросту функцiї однiєї
змiнної, представляємо у виглядi суми двох доданкiв:

∆xz =
∂z

∂x
∆x+ α(∆x)∆x

де функцiя α(∆x) → 0 при ∆x → 0. Перший доданок лiнiйно залежить вiд приросту аргумен-
ту й визначає основну частину частинного приросту функцiї. Вираз dxz = ∂z

∂x∆x називають
частинним диференцiалом функцiї z = f(x, y) по аргументу x у точцi (x0; y0). Аналогiчний
вираз dyz = ∂z

∂y∆y називають частинним диференцiалом функцiї z = f(x, y) по аргументу y

у точцi (x0; y0).
Повний прирiст функцiї двох змiнних ∆z = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0) дорiвнює

∆z = [f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0 +∆y)] + [f(x0, y0 +∆y)− f(x0, y0)]

Розпишемо повний прирiст у такий спосiб:

∆z = ∆xz(x0, y0 +∆y) + ∆yz(x0, y0)

Отже, повний прирiст є сумою частинних приростiв. Повний диференцiал функцiї декiлькох
змiнних визначається як сума частинних диференцiалiв по кожнiй змiннiй. Для функцiї двох
змiнних z = f(x, y) повний диференцiал функцiї буде мати вигляд:

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

По формулi для повного приросту функцiї двох змiнних записуємо:

∆z = dz + α(∆x,∆y)
√
(∆x)2 + (∆y)2

Для малих ∆x i ∆y повний прирiст функцiї прирiвнюють до повного диференцiала. У резуль-
татi одержуємо формулу лiнiйної апроксимацiї функцiї

f(x, y) ≈ f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0)
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у точцi (x0; y0), яку використовуємо для наближених обчислень. У цiй формулi x = x0 +∆x i
y = y0 +∆y.

Градiєнтом функцiї z = f(x, y) в точцi M є вектор

grad z =
∂z

∂x
i⃗+

∂z

∂y
j⃗

Частиннi похiднi в цiй формулi обчислюють у точцi M . Напрямок градiєнта збiгається з на-
прямком найбiльш рiзкого зростання цiєї функцiї в точцi M , а модуль характеризує швидкiсть
цього зростання.

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна
1. Грузєва Т. С., Лехан В. М., Огнєв В. А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:

Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л. Н., Прокопченко О.Є. Вища математика i статистика. Частина I: Ма-
тематичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв). — За-
порiжжя, 2019. — 118 с.
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вiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова
1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В. О., Чалий О. В. Вища математика. —

Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.
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закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В. О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014. —
464 с.
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Лекцiя № 2

Тема: Iнтегральне числення

Мета: Ввести поняття первiсної, невизначеного та визначеного iнтегралiв; розглянути
основнi властивостi та методи iнтегрування (замiна змiнної, iнтегрування частинами), а та-
кож застосування iнтегралiв для обчислення площ та середнiх значень. Ознайомити з рiзними
типами iнтегралiв.

Основнi поняття: Первiсна, невизначений iнтеграл, знак iнтеграла, змiнна iнтегруван-
ня, пiдiнтегральна функцiя, пiдiнтегральний вираз, стала iнтегрування, метод iнтегрування
частинами, криволiнiйна трапецiя, визначений iнтеграл, криволiнiйний iнтеграл, подвiйний
iнтеграл, поверхневий iнтеграл, просторовий iнтеграл, циркуляцiя, кратнi iнтеграли.

Змiст навчального матерiалу з даної теми

Первiсна й невизначений iнтеграл
Функцiя F (x) називається первiсною для функцiї f(x), якщо f(x) є похiдна для F (x), тобто
F ′(x) = f(x).

Сукупнiсть первiсних F (x) + C для даної функцiї f(x) називається невизначеним iнте-
гралом ∫

f(x) dx = F (x) + C

(читається: "невизначений iнтеграл еф вiд iкс де iкс").
Термiнологiя:

•
∫

- знак iнтеграла

• x - змiнна iнтегрування

• f(x) - пiдiнтегральна функцiя

• f(x)dx - пiдiнтегральний вираз

• C - стала iнтегрування.

Геометрично невизначений iнтеграл являє собою родину кривих, рiвняння яких вiдрiзняються
постiйним доданком C, i одержати їх можна паралельним перенесенням уздовж осi ординат.

Лiнiйнi властивостi операцiї iнтегрування можна виразити однiєю формулою∫
(a · f(x) + b · g(x)) dx = a

∫
f(x) dx+ b

∫
g(x) dx,

де a i b - довiльнi постiйнi множники.
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Основнi невизначенi iнтеграли∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C (n ̸= −1)∫

dx

x
= ln |x|+ C∫

ax dx =
ax

ln a
+ C∫

ex dx = ex + C∫
sinx dx = − cosx+ C∫
cosx dx = sinx+ C∫

dx

cos2 x
= tanx+ C∫

dx

sin2 x
= − cotx+ C

Приклад обчислення iнтегралiв iз замiною змiнної iнтегрування
Необхiдно обчислити iнтеграл

∫
cos(3x) dx. Порiвнюючи цей iнтеграл з тими, що є в та-

блицi, бачимо, що в таблицi його немає. Однак, є схожий на нього iнтеграл
∫
cosx dx. Можна

спробувати перетворити даний для обчислення iнтеграл у цей табличний за допомогою замiни
змiнної t = 3x.

Iдея такої замiни пiдказується тим, що в нашому iнтегралi є cos(3x), а в табличному cosx.
Пiсля обрання замiни дiють завжди однаково - знаходять диференцiал dt. У нашому випадку
dt = 3dx. У загальному випадку з формул для пiдстановки й диференцiала далi виражають
dx через t i dt: dx = dt

3 . Часто завдання значно спрощується, оскiльки в iнтегралi є добуток, та
зручно його виразити через dt. Пiдставимо в iнтеграл

∫
cos(3x) dx формули t = 3x й dx = dt

3 .
Одержимо: ∫

cos(t)
dt

3
=

1

3

∫
cos(t) dt =

1

3
sin(t) + C

Далi необхiдно пiдставити в цей результат t = 3x, тобто повернутися до старої змiнної x.
Остаточно маємо: ∫

cos(3x) dx =
1

3
sin(3x) + C

Метод iнтегрування частинами
На основi формули для похiдної добутку двох функцiй (uv)′ = u′v+uv′ можна записати вираз
для диференцiалу d(uv) = vdu+ udv. Iнтегруючи обидвi частини цього виразу, одержимо:∫

d(uv) =

∫
v du+

∫
u dv
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Оскiльки iнтеграл вiд диференцiалу дорiвнює самiй функцiї, маємо:

uv =

∫
v du+

∫
u dv

Звiдси одержуємо формулу iнтегрування частинами:∫
u dv = uv −

∫
v du

Iнтегрування iз застосуванням цiєї формули називають методом iнтегрування частинами.
Приклад обчислення iнтегралiв методом iнтегрування частинами: Обчислимо∫

x sinx dx. Нехай u = x, dv = sinx dx. Тодi du = dx, v =
∫
sinx dx = − cosx.∫

x sinx dx = x(− cosx)−
∫
(− cosx) dx = −x cosx+

∫
cosx dx = −x cosx+ sinx+ C

Визначений iнтеграл
До необхiдностi обчислювати визначений iнтеграл приводять багато практичних завдань, на-
приклад, обчислення площi S криволiнiйної трапецiї aABb, обмеженої зверху дiлянкою гра-
фiка AB функцiї f(x), а внизу iнтервалом [a, b] осi X. Фiгуру, обмежену лiнiями y = 0; y =
f(x);x = a;x = b, називають криволiнiйною трапецiєю.

З урахуванням позначень границь iнтервалу (нижньої a i верхньої b) i функцiї f(x), ви-
значений iнтеграл записують так:

S =

∫ b

a

f(x) dx

(читається: "визначений iнтеграл вiд a до b еф вiд iкс де iкс").
Термiнологiя:

•
∫

- знак iнтеграла

• x - змiнна iнтегрування

• f(x) - пiдiнтегральна функцiя

• f(x)dx - пiдiнтегральний вираз

• a - нижня межа iнтегрування

• b - верхня межа iнтегрування

• [a, b] - область iнтегрування.

Якщо межi iнтегрування є постiйними величинами, то й вiдповiдний визначений iнтеграл
— постiйне число. Визначений iнтеграл залежить вiд виду пiдiнтегральної функцiї, вiд меж
iнтегрування, але не залежить вiд позначення змiнної iнтегрування.
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У загальному випадку для обчислення визначених iнтегралiв застосовують спецiальнi ме-
тоди чисельного iнтегрування. Однак, якщо для пiдiнтегральної функцiї f(x) вiдома пер-
вiсна функцiя F (x), то можна скористатися формулою Ньютона - Лейбнiца:∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a)

На основi формули Ньютона-Лейбнiца можна дати визначення визначеного iнтеграла. Визна-
ченим iнтегралом у межах вiд а до b вiд неперервної на промiжку [а, b] функцiї
f(x) є прирiст первiсної щодо меж iнтегрування.

Властивостi визначеного iнтеграла

1. Якщо f(x) = 1 для x ∈ [a, b], то
∫ b

a
1 · dx = b− a.

2. Якщо a = b, то
∫ a

a
f(x) dx = 0.

3. Постiйний множник виноситься за знак визначеного iнтеграла:
∫ b

a
C·f(x) dx = C

∫ b

a
f(x) dx.

4. Визначений iнтеграл вiд алгебраїчної суми функцiй дорiвнює алгебраїчнiй сумi визначе-
них iнтегралiв:

∫ b

a
(f(x)± g(x)) dx =

∫ b

a
f(x) dx±

∫ b

a
g(x) dx.

5.
∫ b

a
f(x) dx = −

∫ a

b
f(x) dx.

6. Якщо f(x) ≥ 0 для x ∈ [a, b], то
∫ b

a
f(x) dx ≥ 0.

7. Адитивна властивiсть:
∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx, де a < c < b.

8. Для визначеного iнтеграла зi змiнною верхньою межею iнтегрування виконується така
рiвнiсть: d

dx

∫ x

a
f(t) dt = f(x).

Визначений iнтеграл застосовують, зокрема, для обчислення середнього значення ȳ функцiї
f(x) на iнтервалi [a, b]:

ȳ =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx

Типи визначених iнтегралiв
Поняття визначеного iнтеграла може бути узагальнено в рiзних напрямках. Областю iнтегру-
вання простого визначеного iнтеграла був промiжок [a, b] числової прямої. Мiняючи область
iнтегрування, можна ввести новi типи визначених iнтегралiв.

Якщо за область iнтегрування брати:

• дiлянку якоїсь кривої (на площинi або в просторi), то одержимо криволiнiйний iнте-
грал;

• деяку плоску поверхню, то одержимо подвiйний iнтеграл;

• частину деякої поверхнi, то одержимо поверхневий iнтеграл;
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• частина простору, то просторовий iнтеграл.

Пiдiнтегральна функцiя може бути скалярною або векторною величиною, яка у свою чергу
збагачує можливостi iнтегрального числення.

Криволiнiйнi iнтеграли

Криволiнiйнi iнтеграли першого роду. Нехай AB – деяка крива й F (M) – скалярна
функцiя, задана на цiй кривiй. Тодi криволiнiйним iнтегралом першого роду називають∫

AB

F (M) dl

Криволiнiйнi iнтеграли другого роду. Нехай AB – деяка крива й F⃗ (M) – векторна
функцiя, задана на цiй кривiй. Тодi криволiнiйним iнтегралом другого роду називають∫

AB

F⃗ (M) d⃗l

У випадку, коли шлях iнтегрування C являє собою замкнену криву, вiдповiдний криволi-
нiйний iнтеграл зветься циркуляцiєю й позначається так:

∮
C
F⃗ d⃗l.

Кратнi iнтеграли

Дотепер ми розглядали визначенi iнтеграли, у яких область iнтегрування являла собою про-
мiжок якоїсь лiнiї. Такi iнтеграли звуться однократними. Iснує велика кiлькiсть завдань, якi
потребують iнтегрування не по промiжку лiнiї, а по областi на якiйсь поверхнi або в просторi.
Розрiзняють:

• подвiйнi iнтеграли, коли область iнтегрування перебуває на площинi
∫∫

D
f(x, y) dx dy.

• потрiйнi iнтеграли, коли область iнтегрування перебуває в просторi
∫∫∫

V
f(x, y, z) dx dy dz.

Поверхневi iнтеграли

Поверхневi iнтеграли являють собою узагальнення поняття подвiйного iнтеграла аналогiчне
тим, що привели до виникнення криволiнiйних iнтегралiв вiд звичайного визначеного iнтегра-
ла. Поверхневi iнтеграли першого роду. Нехай S – деяка поверхня й F (M) – скалярна
функцiя, задана в кожнiй точцi на цiй поверхнi. Тодi поверхневим iнтегралом першого роду
називають ∫∫

S

F (M) dS

Поверхневi iнтеграли другого роду. Нехай S – деяка поверхня й F⃗ (M) – векторна фун-
кцiя, задана в кожнiй точцi на цiй поверхнi. Тодi поверхневим iнтегралом другого роду
називають ∫∫

S

F⃗ (M) dS⃗
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Лекцiя № 3

Тема: Диференцiальнi рiвняння

Мета: Дати визначення диференцiальних рiвнянь, їх порядку та типiв; розглянути методи
розв’язання рiвнянь з роздiлюваними змiнними, лiнiйних рiвнянь першого та другого порядку;
ознайомити з поняттям систем диференцiальних рiвнянь та їх застосуванням у фармакокiне-
тичних моделях.

Основнi поняття: Диференцiальне рiвняння, порядок диференцiального рiвняння, зви-
чайне диференцiальне рiвняння, загальний розв’язок, частинний розв’язок, диференцiальнi
рiвняння у частинних похiдних, однорiдне та неоднорiдне лiнiйне диференцiальне рiвняння,
характеристичне рiвняння, системи диференцiальних рiвнянь.

Змiст навчального матерiалу з даної теми
У багатьох практичних задачах необхiдно знайти функцiю з наперед заданими властивостями.
Деякi властивостi задаються у виглядi диференцiальних рiвнянь.

Рiвняння, яке мiстить незалежну змiнну, шукану функцiю та її похiднi, нази-
вають диференцiальним:

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0

Замiсть похiдних невiдомої функцiї у диференцiальному рiвняннi можуть бути її диференцi-
али.

Порядок диференцiального рiвняння визначається найвищим порядком похiдної (або
диференцiала) у цьому рiвняннi.

Якщо у диференцiальному рiвняннi невiдомi функцiї є функцiями однiєї змiнної, то це
звичайне диференцiальне рiвняння.

Загальним розв’язком диференцiального рiвняння порядку n називається функцiя y =
ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn), яка при пiдстановцi у диференцiальне рiвняння обертає його у тотожнiсть;
кiлькiсть довiльних сталих визначається порядком рiвняння.

Частинним розв’язком диференцiального рiвняння називається функцiя, одержана iз
загального розв’язку при фiксованих значеннях довiльних сталих.

З геометричної точки зору загальний розв’язок представляє собою сiм’ю кривих, а
частинний розв’язок — окрему криву цiєї сiм’ї.

Диференцiальнi рiвняння, в яких невiдомi функцiї є функцiями бiльше нiж однiєї змiнної,
називаються диференцiальними рiвняннями у частинних похiдних.

Диференцiальнi рiвняння з роздiлюваними змiнними
Диференцiальне рiвняння з роздiлюваними змiнними має вигляд:

f1(x)g1(y)dx+ f2(x)g2(y)dy = 0

Для розв’язання цих рiвнянь необхiдно:

• роздiлити змiннi;

• знайти загальний розв’язок;
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• знайти частинний розв’язок, вiдповiдний початковим умовам.

Задача 1. Стiк кровi до периферiї пiд час дiастоли описується у межах моделi кровоносної
системи О. Франка, диференцiальним рiвнянням

k
dp

dt
= − p

X

де k - еластичнiсть стiнок судин, p - тиск кровi, X - гiдравлiчний опiр периферичної частини
кровоносної системи, t - час. Визначити залежнiсть тиску вiд часу пiсля систоли.

Розв’язання. Роздiлимо змiннi у диференцiальному рiвняннi:

dp

p
= − dt

kX

Iнтегруючи, одержимо: ∫
dp

p
= −

∫
dt

kX

ln p = − t

kX
+ C =⇒ p = eCe−t/kX

Момент часу t = 0 вiдповiдає кiнцю систоли, тому вiдповiдний тиск є систолiчним у момент
завершення систоли - p0. З урахуванням цiєї обставини шуканий розв’язок має вигляд:

p(t) = p0e
−t/kX

Ця функцiя добре описує залежнiсть тиску вiд часу наприкiнцi дiастоли.
Задача 2. Швидкiсть зростання популяцiї бактерiй у момент часу t (у годинах) дорiвнює

розмiру популяцiї x, подiленому на 5. Опишiть цей процес диференцiальним рiвнянням та
знайдiть залежнiсть розмiру популяцiї бактерiй вiд часу.

Розв’язання. Згiдно з умовою, запишемо dx
dt = x

5 . Роздiлимо змiннi у диференцiальному
рiвняннi:

dx

x
=

dt

5

Iнтегруємо обидвi частини рiвняння:∫
dx

x
=

∫
dt

5
=⇒ lnx =

t

5
+ C

Потенцiюємо: x = eCet/5. Вихiдний розмiр популяцiї x0 вiдповiдає моменту часу t = 0. Тому
початкова умова має вигляд x(0) = x0. Визначимо сталу iнтегрування eC , вiдповiдну цiй умовi:
x0 = eCe0 =⇒ eC = x0. Знайдемо частинний розв’язок, пiдставляючи знайдене значення
сталої iнтегрування у загальний розв’язок:

x(t) = x0e
t/5

Цей частинний розв’язок є шуканою вiдповiддю.
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Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння першого порядку
Рiвняння вигляду y′ + p(x)y = 0 є однорiдним лiнiйним диференцiальним рiвнянням
першого порядку. Однорiднi рiвняння належать до рiвнянь з вiдокремлюваними змiнними.
Загальний iнтеграл рiвняння такий: ln y = −

∫
p(x)dx + C. Загальний розв’язок однорiдного

лiнiйного диференцiального рiвняння має вигляд y = Ce−
∫
p(x)dx.

Рiвняння вигляду y′ + p(x)y = q(x) називають неоднорiдним лiнiйним диференцi-
альним рiвнянням першого порядку. Загальний розв’язок неоднорiдного лiнiйного ди-
ференцiального рiвняння шукаємо у виглядi добутку функцiй y = u(x)v(x). Пiдставляємо у
рiвняння: u′v+ uv′ + p(x)uv = q(x). Згрупуємо другий та третiй доданки: u′v+ u(v′ + p(x)v) =
q(x). На функцiю v(x) накладаємо таку умову, за якої вираз у дужках дорiвнював би ну-
лю: v′ + p(x)v = 0. Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння. Записуємо один iз його
розв’язкiв: v(x) = e−

∫
p(x)dx. Функцiю u(x) знаходимо з рiвняння: u′v = q(x) =⇒ u′ =

q(x)
v(x) =⇒ u(x) =

∫ q(x)
v(x)dx + C. Перемножимо вирази u(x) та v(x) i одержимо загальний

розв’язок y.

Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi рiвняння другого порядку зi стали-
ми коефiцiєнтами
Рiвняння вигляду y′′ + py′ + qy = f(x) називають лiнiйним диференцiальним рiвнянням
другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Якщо f(x) = 0, то рiвняння однорiдне: y′′+
py′+qy = 0. Шукаємо частиннi розв’язки однорiдного рiвняння у виглядi y = ekx. Одержуємо
k2ekx+pkekx+qekx = 0. Рiвнiсть виконується, якщо k2+pk+q = 0. Останнє рiвняння називають

характеристичним. Коренi цього квадратного рiвняння: k1,2 =
−p±

√
p2−4q

2 . Розглянемо три
випадки для розв’язкiв характеристичного рiвняння.

Випадок 1. Якщо p2 − 4q > 0, то коренi характеристичного рiвняння дiйснi й рiзнi. За-
гальний розв’язок диференцiального рiвняння такий:

y = C1e
k1x + C2e

k2x

Випадок 2. Якщо p2 − 4q = 0, то коренi характеристичного рiвняння дiйснi й рiвнi (k1 =
k2 = k). Загальний розв’язок диференцiального рiвняння такий:

y = (C1 + C2x)e
kx

Випадок 3. Якщо p2 − 4q < 0, то коренi характеристичного рiвняння уявнi. Введемо
позначення: k1,2 = α ± iβ. Загальний розв’язок диференцiального рiвняння у цьому випадку
такий:

y = eαx(C1 cos(βx) + C2 sin(βx))

Системи диференцiальних рiвнянь
При вивченнi процесiв взаємодiї бiологiчно активних речовин з органiзмом людини широко
використовують рiзноманiтнi фармакокiнетичнi моделi, побудованi з використанням дифе-
ренцiальних рiвнянь рiзних типiв та порядкiв. Якщо невiдомих функцiй бiльше нiж одна, тодi,
вiдповiдно, i диференцiальних рiвнянь буде бiльше, тобто у такому випадку мають справу з
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системою диференцiальних рiвнянь. На практицi часто зустрiчаються системи диференцi-
альних рiвнянь першого порядку, розв’язаних вiдносно похiдної:

y′1 = f1(x, y1, y2, . . . , yn)

y′2 = f2(x, y1, y2, . . . , yn)

. . .

y′n = fn(x, y1, y2, . . . , yn)

Нехай є деяке диференцiальне рiвняння другого порядку y′′ = f(x, y, y′). Щоб знизити порядок
цього рiвняння треба розглядати похiдну як другу невiдому функцiю. Позначаючи її через
z = y′, одержимо еквiвалентну систему диференцiальних рiвнянь першого порядку:{

y′ = z

z′ = f(x, y, z)

Загальний розв’язок системи n диференцiальних рiвнянь першого порядку зале-
жить вiд n довiльних сталих. Задання n початкових умов (при деякому значеннi x
задаються значення всiх n шуканих функцiй) як раз достатньо для визначення всiх сталих i
одержання частинного розв’язку.

Задача. Розв’язати систему 2 диференцiальних рiвнянь першого порядку:{
y′ = y + z

z′ = y − z

Розв’язання. Розв’яжемо систему методом виключення. 1. Продиференцiюємо перше рiвня-
ння по t: y′′ = y′+ z′. 2. Iз другого рiвняння системи пiдставимо вираз для z′: y′′ = y′+(y− z).
3. Iз першого рiвняння системи виразимо z: z = y′ − y. 4. Пiдставимо вираз для z у рiвняння
з кроку 2, щоб отримати рiвняння другого порядку тiльки вiдносно y:

y′′ = y′ + y − (y′ − y)

y′′ = y′ + y − y′ + y

y′′ − 2y = 0

5. Розв’яжемо це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння другого порядку. Характеристи-
чне рiвняння має вигляд: k2 − 2 = 0, звiдки коренi k1,2 = ±

√
2. 6. Загальний розв’язок для

y(t):
y(t) = C1e

√
2t + C2e

−
√
2t

7. Тепер знайдемо z(t), використовуючи вираз z = y′ − y. Спочатку знайдемо y′:

y′(t) = C1

√
2e

√
2t − C2

√
2e−

√
2t

Пiдставимо y′ та y у вираз для z:

z(t) = (C1

√
2e

√
2t − C2

√
2e−

√
2t)− (C1e

√
2t + C2e

−
√
2t)

z(t) = C1(
√
2− 1)e

√
2t − C2(

√
2 + 1)e−

√
2t

Таким чином, загальний розв’язок системи знайдено.
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Самостiйна пiдготовка
1. Зменшення числа радiоактивних ядер dN за час dt визначається основним законом ра-

дiоактивного розпаду (λ - стала розпаду):

dN = −λNdt

Знайти iнтегральну форму закону.

2. При безперервному внутрiшньосудинному введеннi препарату з постiйною швидкiстю q
змiнення його кiлькостi m у кровi описується рiвнянням (k - стала виведення препарату
з кровi):

dm

dt
= q − km

Знайти залежнiсть m(t).
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Лекцiя № 4

Тема: Аналiз випадкових величин

Мета: Ввести фундаментальнi поняття теорiї ймовiрностей, такi як випадкова подiя, ймо-
вiрнiсть, залежнi та незалежнi подiї; ознайомити з теоремами складання та множення ймо-
вiрностей, поняттям випадкової величини, її видами та способами задання закону розподiлу.

Основнi поняття: Детермiнованi та випадковi подiї, вiдносна частота, ймовiрнiсть, немо-
жлива подiя, вiрогiдна подiя, несумiснi та сумiснi подiї, залежнi та незалежнi подiї, умовна
ймовiрнiсть, повна система подiй, теорема Байєса, дискретнi та неперервнi випадковi величи-
ни, функцiя розподiлу, щiльнiсть розподiлу, ряд розподiлу, математичне сподiвання, медiана,
мода, дисперсiя, стандартне вiдхилення, коефiцiєнт варiацiї.

Змiст навчального матерiалу з даної теми
При вивченнi виходiв (результатiв) випробувань (експериментiв, спостережень, масових об-
стежень) виявилось, що iснують два типи зв’язкiв мiж умовами спостереження та його ре-
зультатами:

• умови спостереження однозначно визначають його вихiд - такi спостереження назива-
ють детермiнованими та їх результат можна заздалегiдь точно передбачати на основi
вiдповiдних законiв;

• при одних i тих же умовах можуть вiдбуватись подiї, що виключають одна одну; такi подiї
називають випадковими; проте масове повторення спостережень при цих умовах дає
у середньому результат, який можна передбачити з достатньою точнiстю за допомогою
статистичних закономiрностей.

Описом статистичних закономiрностей, їх вивченням та кiлькiсною оцiнкою займається тео-
рiя ймовiрностей.

Випадкову подiю масового характеру можна охарактеризувати числом, пiдрахувавши її
вiдносну частоту

W (A) =
m

n
,

де m - число реалiзацiй випадкової подiї A у серiї з n випробувань.
Бiльш точною характеристикою є ймовiрнiсть випадкової подiї P (A), яка визначається

граничним переходом
P (A) = lim

n→∞

m

n

Очевидно, що ймовiрнiсть може приймати значення в iнтервалi 0 ≤ P (A) ≤ 1. Границям цього
iнтервалу вiдповiдають:

• P (A) = 0 - подiя A нiколи не вiдбувається, тому така подiя називається неможливою,

• P (A) = 1 - подiя A вiдбувається завжди, тому така подiя називається вiрогiдною.

Розрiзняють:
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• несумiснi подiї, коли реалiзацiя одних випадкових подiй виключає настання iнших
випадкових подiй,

• сумiснi подiї, коли реалiзацiя одних випадкових подiй не виключає настання iнших
випадкових подiй.

Залежнi подiї: подiя B називається залежною вiд A, якщо ймовiрнiсть її реалiзацiї залежить
вiд того, сталась подiя A або нi. Для залежної подiї вводиться поняття умовної ймовiрностi
P (/), пiд якою розумiють iмовiрнiсть реалiзацiї подiї за умови, що подiя сталась.

Незалежнi подiї: подiї незалежнi, якщо P (/) = P (), оскiльки при цьому ймовiрнiсть
реалiзацiї подiї не залежить вiд появи .

Систему несумiсних подiй A1, A2, . . . , An називають повною, якщо при випробуваннi обов’язково
вiдбувається одна з цих подiй. Сума ймовiрностей подiй, що складають повну систему, дорiв-
нює 1:

∑n
i=1 P (Ai) = 1.

Теореми складання ймовiрностей
• несумiснi подiї: P (A або B) = P (A) + P (B),

• сумiснi подiї: P (A або B) = P (A) + P (B)− P (A i B).

Теорема множення ймовiрностей
• незалежнi подiї: P (A i B) = P (A) · P (B),

• залежнi подiї: P (A i B) = P (A) · P (B/A).

Задача 1. В вiддiленнi 4 палати. Iмовiрнiсть того, що протягом ночi буде потрiбна киснева по-
душка, для 1-ої та 3-ої палат становить 0,2, для 2-ої - 0,3, для 4-ої - 0,1. Визначити ймовiрнiсть
того, що протягом ночi буде потрiбна киснева подушка одночасно в 1-у та 4-у палати.

Розв’язок. Потреби у кисневiй подушцi для хворих у рiзних палатах не залежать одна
вiд одної, тому слiд у даному випадку скористатись теоремою множення ймовiрностей для
незалежних подiй: P (A1 i A4) = P (A1) ·P (A4) = 0.2 · 0.1 = 0.02. Шукана ймовiрнiсть дорiвнює
0,02.

Задача 2. Нехай iмовiрнiсть вилiкування деякого захворювання при своєчасному звертан-
нi до лiкаря дорiвнює 0,7, а ймовiрнiсть своєчасного звертання до лiкаря дорiвнює 0,5. Яка
ймовiрнiсть успiшного виходу лiкування за цих умов?

Розв’язок. Успiх лiкування залежить вiд своєчасного звертання до лiкаря, тобто подiї
залежнi, а вiдтак треба застосовувати теорему множення ймовiрностей залежних подiй. Нехай
A - своєчасне звернення, B - успiшне лiкування. P (A i B) = P (A) · P (B/A) = 0.5 · 0.7 = 0.35.

Теорема про повну ймовiрнiсть: P (A) =
∑n

i=1 P (Hi)P (A/Hi), де Hi - подiї, що ство-
рюють повну систему.

Теорема Байєса: P (Hk/A) = P (Hk)P (A/Hk)∑n
i=1 P (Hi)P (A/Hi)

.

Випадковi величини
Для кiлькiсного опису результатiв випробувань застосовують випадковi величини, якi при-
ймають значення, що змiнюються вiд випробування до випробування. Розрiзняють:
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• дискретнi випадковi величини, якi набувають лише окремих, iзольованих значень (чи-
сло викликiв лiкаря),

• неперервнi випадковi величини, що набувають будь-якi значення усерединi деякого
iнтервалу (температура тiла хворого).

Випадкова величина вважається заданою, якщо вiдомо її розподiл (закон). Табличне зобра-
ження розподiлу (ряд розподiлу) може бути використано тiльки для дискретної випадкової
величини:

xi x1 x2 . . . xn

pi p1 p2 . . . pn

Умова нормування:
∑n

i=1 pi = 1.
Функцiя розподiлу F (x) = P (X < x) визначає ймовiрнiсть того, що випадкова величина

набуде будь-яке з своїх значень, що не перевищують деякого числа .
До числових характеристик випадкової величини належать:

• математичне сподiвання: M(X) =
∑

xipi,

• медiана Me: значення, для якого F (Me) = 0.5,

• мода Mo: значення з найбiльшою ймовiрнiстю.

• дисперсiя: D(X) = M [(X −M(X))2] =
∑

(xi −M(X))2pi,

• стандартне вiдхилення: σ(X) =
√

D(X),

• коефiцiєнт варiацiї: C.V. = σ(X)
M(X) .

Неперервну випадкову величину задають функцiєю щiльностi розподiлу ймовiрностей
f(x), що дорiвнює першiй похiднiй вiд функцiї розподiлу: f(x) = F ′(x). Умова нормуван-
ня:

∫∞
−∞ f(x) dx = 1. F (x) =

∫ x

−∞ f(t) dt. Математичне сподiвання та дисперсiю неперервної
випадкової величини обчислюють за формулами:

M(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx, D(X) =

∫ ∞

−∞
(x−M(X))2f(x) dx
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Лекцiя № 5

Тема: Закони розподiлу випадкових величин

Мета: Сформувати у здобувачiв цiлiсне уявлення про найуживанiшi закони розподiлу
дискретних та неперервних випадкових величин, якi безпосередньо з’являються в медико-
бiологiчних задачах: пiдрахунок подiй, частоти появ, iнтервали мiж подiями, розподiл вимi-
рюваних фiзiологiчних показникiв, узагальнення великої кiлькостi незалежних малих впливiв.
Розглянути полiномiальний, бiномiальний, негативний бiномiальний, геометричний та пуас-
сонiвський розподiли як базовi моделi дискретних пiдрахункiв; нормальний, рiвномiрний та
експонентний розподiли як базовi моделi неперервних величин. Пояснити параметри кожного
розподiлу, його математичне сподiвання та дисперсiю, а також типовi умови застосовностi та
наближення (Муавра—Лапласа, нормальне наближення Пуассона).

Основнi поняття: випадкова величина; дискретна та неперервна випадкова величина;
функцiя розподiлу F (x); iмовiрнiсна масова функцiя P (X = x); густина ймовiрностi f(x);
параметри розподiлу; математичне сподiвання; дисперсiя; полiномiальний розподiл; бiномi-
альний розподiл (формула Бернуллi); негативний бiномiальний розподiл; геометричний роз-
подiл; розподiл Пуассона; нормальний розподiл; формула Муавра—Лапласа; нормована (стан-
дартизована) випадкова величина; стандартний нормальний розподiл; рiвномiрний розподiл;
експонентний розподiл.

1. Загальнi означення: закон розподiлу та його форми

1.1. Випадкова величина i закон розподiлу

Випадкова величина X — числова характеристика результату випадкового експерименту.
Закон розподiлу задає, з якими ймовiрностями (або з якою густиною) X набуває значень.

1.2. Дискретний та неперервний випадки

1) Дискретна випадкова величина. Якщо X набуває скiнченної або злiченної множини
значень xk, то закон розподiлу задається ймовiрностями:

P (X = xk) = pk, pk ≥ 0,
∑
k

pk = 1.

2) Неперервна випадкова величина. Якщо X має густину f(x), то:

f(x) ≥ 0,

∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1,

а ймовiрнiсть iнтервалу:

P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

f(x) dx.
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1.3. Функцiя розподiлу

Для будь-якої випадкової величини (дискретної чи неперервної) визначається функцiя роз-
подiлу:

F (x) = P (X ≤ x).

Вона неспадна, має границi F (−∞) = 0, F (∞) = 1, i в неперервному випадку пов’язана з
густиною формулою:

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt.

2. Дискретнi розподiли (пiдрахунок подiй)

2.1. Полiномiальний (мультиномiальний) розподiл

Нехай у кожному з n незалежних випробувань може реалiзуватися одна з i взаємовиключних
подiй E1, . . . , Ei з iмовiрностями

p1, . . . , pi, pk ≥ 0,

i∑
k=1

pk = 1.

Нехай nk — кiлькiсть реалiзацiй подiї Ek у n випробуваннях, причому

n1 + · · ·+ ni = n.

Тодi:

P (n1, . . . , ni) =
n!

n1! · · ·ni!
pn1
1 · · · pni

i .

Для кожного k:
M(nk) = npk, D(nk) = npk(1− pk).

Приклад 1. (групи кровi)
Є 4 категорiї 0, A,B,AB з частками 0.45, 0.40, 0.10, 0.05. Випадково обрано n = 6 осiб. Ймовiр-
нiсть того, що 3 мають групу 0, 3 мають групу A, а B та AB не трапляються:

P (3, 3, 0, 0) =
6!

3!3!0!0!
(0.45)3(0.40)3.

Обчислення:
6!

3!3!
=

720

6 · 6
= 20, (0.45)3 = 0.091125, (0.40)3 = 0.064.

Тодi:
P (3, 3, 0, 0) = 20 · 0.091125 · 0.064 ≈ 0.1166.
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2.2. Бiномiальний розподiл (формула Бернуллi)

Нехай проводиться n незалежних випробувань Бернуллi з ймовiрнiстю «успiху» p (i q = 1−p).
Нехай X — число успiхiв. Тодi:

P (X = m) = Pn(m) = Cm
n pmqn−m =

n!

m!(n−m)!
pmqn−m, m = 0, 1, . . . , n.

Основнi характеристики:
M(X) = np, D(X) = npq.

Приклад 2. Ймовiрнiсть появи колонiї p = 0.7, n = 6, спостерiгали m = 4. Тодi:

P6(4) =
6!

4!2!
(0.7)4(0.3)2.

Обчислення:
6!

4!2!
= 15, (0.7)4 = 0.2401, (0.3)2 = 0.09,

P6(4) = 15 · 0.2401 · 0.09 ≈ 0.324.

2.3. Негативний бiномiальний розподiл

Негативний бiномiальний розподiл описує число випробувань n, потрiбне для отримання m
успiхiв. Ймовiрнiсть того, що m-й успiх з’явиться саме в n-му випробуваннi:

P (n) = Cm−1
n−1 pmqn−m, n = m,m+ 1, . . .

Математичне сподiвання та дисперсiя:

M(X) =
m

p
, D(X) =

m(1− p)

p2
.

Приклад 3. Захворювання має частоту p = 0.1. Ймовiрнiсть того, що третiй випадок буде
виявлений при оглядi п’ятого:

P (5) = C2
4 (0.1)

3(0.9)2.

Обчислення:
C2

4 = 6, (0.1)3 = 0.001, (0.9)2 = 0.81,

P (5) = 6 · 0.001 · 0.81 = 0.00486.

2.4. Геометричний розподiл

Геометричний розподiл є окремим випадком негативного бiномiального при m = 1. Вiн описує
ймовiрнiсть того, що перший успiх настане в n-му випробуваннi:

P (n) = pq n−1, n = 1, 2, . . .

Математичне сподiвання та дисперсiя:

M(X) =
1

p
, D(X) =

1− p

p2
.

Приклад 4. Iмовiрнiсть успiху пересадки p = 0.4. Ймовiрнiсть успiху з третьої спроби:

P (3) = 0.4 · (0.6)2 = 0.144.
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2.5. Розподiл Пуассона

Розподiл Пуассона описує число рiдких подiй за фiксований промiжок часу/простору. Його
часто розглядають як границю бiномiального розподiлу при N → ∞, p → 0, але з фiксованим

λ = Np.

Формула:

P (X = n) =
λne−λ

n!
, n = 0, 1, 2, . . .

Властивiсть:
M(X) = λ, D(X) = λ.

Приклад 5. Кiлькiсть звернень до травматолога за тиждень має X ∼ Pois(λ = 5). Знайти:

P (X ≤ 3) =

3∑
n=0

5ne−5

n!
= e−5

(
50

0!
+

51

1!
+

52

2!
+

53

3!

)
.

Чисельно:
e−5 ≈ 0.006738, 1 + 5 + 12.5 + 20.8333 ≈ 39.3333,

P (X ≤ 3) ≈ 0.006738 · 39.3333 ≈ 0.265.

3. Неперервнi розподiли (вимiрюванi величини та час очiкування)

3.1. Нормальний розподiл

Нормальний розподiл є базовою моделлю для багатьох бiологiчних i медичних показникiв, а
також унiверсальною границею для сум незалежних впливiв.

Густина:

f(x) =
1

σ
√
2π

exp

(
− (x− µ)2

2σ2

)
, −∞ < x < ∞.

Позначення:
X ∼ N(µ, σ).

Параметри:
M(X) = µ, D(X) = σ2.

Стандартизацiя. Якщо X ∼ N(µ, σ), то

Z =
X − µ

σ
∼ N(0, 1),

де N(0, 1) — стандартний нормальний розподiл.
Нормальне наближення бiномiального (Муавра—Лапласа). Для X ∼ Bin(n, p) з

M(X) = np, D(X) = npq,

при достатньо великому n (коли npq не мале) використовують наближення нормальним роз-
подiлом з µ = np, σ2 = npq.

Нормальне наближення Пуассона. Для X ∼ Pois(λ) при λ достатньо великому часто
використовують

X ≈ N(λ,
√
λ).
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3.2. Рiвномiрний розподiл

Рiвномiрний розподiл використовується як модель «повної вiдсутностi переваги» в iнтервалi
[a, b]:

f(x) =

{
1

b−a , a ≤ x ≤ b,

0, x < a або x > b.

Параметри:

M(X) =
a+ b

2
, D(X) =

(b− a)2

12
.

3.3. Експонентний розподiл

Експонентний розподiл є природною моделлю часу очiкування до настання подiї у пуассо-
нiвському потоцi (наприклад, час мiж зверненнями, надходженнями сигналiв, реєстрацiями
рiдких подiй). Густина:

f(x) =

{
λe−λx, x ≥ 0,

0, x < 0,
0 < x < ∞.

Параметри:

M(X) =
1

λ
, D(X) =

1

λ2
=

(
M(X)

)2
.

4. Порiвняльна таблиця (короткий огляд моделей)

Розподiл Тип Параметри Типова iнтерпретацiя
Полiномiальний дискретний n, p1, . . . , pi числа подiй рiзних типiв
Бiномiальний дискретний n, p число успiхiв у n випробуваннях
Негативний бiномiальний дискретний m, p число спроб до m успiхiв
Геометричний дискретний p номер спроби першого успiху
Пуассон дискретний λ число рiдких подiй за iнтервал
Нормальний неперервний µ, σ сума незалежних впливiв, вимiрювання
Рiвномiрний неперервний a, b рiвноймовiрнi значення в iнтервалi
Експонентний неперервний λ час очiкування мiж подiями

5. Пiдсумок
Розподiли є математичними моделями випадковостi. Дискретнi розподiли природнi для пiд-
рахунку кiлькостi подiй, неперервнi — для вимiрюваних величин та часових iнтервалiв. По-
лiномiальний i бiномiальний описують «рахунок категорiй» та «рахунок успiхiв», негативний
бiномiальний i геометричний — «час до успiхiв», Пуассон — «рiдкi подiї», нормальний — «унi-
версальна межа для сум», експонентний — «час очiкування в пуассонiвському потоцi».
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Лекцiя № 6

Тема: Закони розподiлу статистик вибiрки. Граничнi закони теорiї ймовiрностей

Мета: Системно викласти ключовi граничнi твердження теорiї ймовiрностей, якi забез-
печують перехiд вiд «випадковостi окремих спостережень» до стiйких закономiрностей для
великих вибiрок. Розглянути нерiвнiсть Чебишова як унiверсальний iнструмент оцiнювання
ймовiрностей вiдхилення без знання закону розподiлу, сформулювати закон великих чисел
(у формi теореми Чебишова та закону Бернуллi) як принцип збiжностi середнiх/частот, а
також центральну граничну теорему як основу нормального наближення. Далi ввести фун-
даментальнi розподiли статистик вибiрки: χ2-розподiл, t-розподiл Стьюдента та F -розподiл
Фiшера—Снедекора, пояснити їхнi означення, параметри (ступенi вiльностi), основнi власти-
востi та роль у побудовi довiрчих iнтервалiв i статистичних критерiїв.

Основнi поняття: нерiвнiсть Чебишова; закон великих чисел; теорема Чебишова; випро-
бування Бернуллi; закон Бернуллi; центральна гранична теорема; стандартизацiя; нормуван-
ня; статистика вибiрки; χ2-розподiл; ступенi вiльностi; t-розподiл; F -розподiл; адитивнiсть χ2;
граничнi наближення при великих ступенях вiльностi.

1. Вступ: чому граничнi закони є фундаментом статистики
Статистика працює з вибiркою X1, . . . , Xn, яка є реалiзацiєю випадкових величин. У прикла-
дних задачах закон розподiлу часто невiдомий, але потрiбнi:

• оцiнювання параметрiв (середнього, дисперсiї тощо),

• побудова iнтервалiв довiри,

• перевiрка гiпотез.

Граничнi закони дають вiдповiдь на питання: що стається з вибiрковими характеристиками,
коли n зростає, i чому «середнє стабiлiзується», а «сума стає майже нормальною». Саме це
дозволяє будувати унiверсальнi статистичнi процедури.

2. Нерiвнiсть Чебишова як унiверсальна оцiнка вiдхилень

2.1. Формулювання нерiвностi

Нехай випадкова величина X має математичне сподiвання µ = M(X) i дисперсiю σ2 = D(X)
(тобто σ =

√
D(X)). Закон розподiлу X може бути невiдомий. Тодi для будь-якого ∆x > 0

виконується нерiвнiсть Чебишова:

P
(
|X − µ| ≥ ∆x

)
≤ σ2

(∆x)2
.

2.2. Нормований запис

Зручно покласти ∆x = zσ (де z > 0). Тодi:

P
(
|X − µ| ≥ zσ

)
≤ 1

z2
.
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Якщо ввести нормовану величину

Z =
X − µ

σ
,

то нерiвнiсть набуває вигляду:

P (|Z| ≥ z) ≤ 1

z2
.

2.3. Змiст i межi застосування

Нерiвнiсть Чебишова:

• не вимагає знання закону розподiлу X;

• використовує лише µ та σ2;

• дає грубу, але гарантовану оцiнку «ймовiрностi великих вiдхилень».

Вона особливо цiнна як теоретична основа для закону великих чисел.

3. Закон великих чисел: теорема Чебишова

3.1. Усереднення як операцiя зменшення мiнливостi

Нехай X1, X2, . . . , Xn — попарно незалежнi випадковi величини з однаковими параметрами:

M(Xi) = µ, D(Xi) = σ2.

Введемо вибiркове середнє:

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi.

Тодi:

M(X̄) = µ, D(X̄) =
σ2

n
.

Ключовий факт: дисперсiя усередненого значення в n разiв менша, нiж дисперсiя одно-
го спостереження.

3.2. Теорема Чебишова (форма закону великих чисел)

Застосуємо нерiвнiсть Чебишова до X̄:

P
(
|X̄ − µ| ≥ ε

)
≤ D(X̄)

ε2
=

σ2

nε2
.

Звiдси безпосередньо випливає твердження (закон великих чисел у формi Чебишова):

lim
n→∞

P
(
|X̄ − µ| ≥ ε

)
= 0 для кожного ε > 0.

Тобто X̄ збiжне за ймовiрнiстю до µ:

X̄
P−→ µ.

Це i є строгий математичний сенс вислову «середнє стабiлiзується при збiльшеннi обсягу ви-
бiрки».
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4. Закон великих чисел: закон Бернуллi

4.1. Модель Бернуллi

Розглянемо випробування Бернуллi: подiя «успiх» трапляється з iмовiрнiстю p, «неуспiх» — з
iмовiрнiстю q = 1− p. Нехай Xi ∈ {0, 1} — iндикатор успiху в i-му випробуваннi:

P (Xi = 1) = p, P (Xi = 0) = q.

Тодi:
M(Xi) = p, D(Xi) = pq.

4.2. Вiдносна частота i закон Бернуллi

Нехай XN =
∑N

i=1 Xi — число успiхiв у N випробуваннях. Вiдносна частота:

XN

N
.

Застосовуємо оцiнку Чебишова до X̄ = 1
N

∑
Xi =

XN

N :

P

(∣∣∣∣XN

N
− p

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ pq

Nε2
.

Це i є закон Бернуллi: при N → ∞ вiдносна частота подiї збiгається до її ймовiрностi:

XN

N

P−→ p.

5. Центральна гранична теорема (ЦГТ)

5.1. Iдея: суми стають «майже нормальними»

Нехай X1, . . . , Xn — незалежнi випадковi величини з

M(Xi) = µi, D(Xi) = σ2
i .

Розглянемо суму:

Yn =

n∑
i=1

Xi.

Тодi:

M(Yn) =

n∑
i=1

µi, D(Yn) =

n∑
i=1

σ2
i .
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5.2. Стандартизацiя суми

Введемо стандартизовану суму:

Zn =
Yn −M(Yn)√

D(Yn)
.

Центральна гранична теорема стверджує (у найпоширенiшiй iнтерпретацiї базового кур-
су), що при достатньо великому n розподiл Zn є близьким до стандартного нормального:

Zn ≈ N(0, 1),

а в граничному сенсi Zn прямує за розподiлом до N(0, 1).

5.3. Практичний наслiдок

ЦГТ пояснює, чому:

• середнi X̄ часто мають приблизно нормальний розподiл навiть якщо Xi не нормальнi;

• нормальнi наближення дають основу для довiрчих iнтервалiв i критерiїв у великiй ви-
бiрцi.

6. Закони розподiлу статистик вибiрки: χ2, t, F

6.1. χ2-розподiл
Нехай Z1, . . . , Zν — незалежнi величини зi стандартним нормальним розподiлом N(0, 1). Тодi

Y =

ν∑
i=1

Z2
i

має χ2-розподiл iз числом ступенiв вiльностi ν, тобто:

Y ∼ χ2(ν).

Основнi характеристики:
M(Y ) = ν, D(Y ) = 2ν.

Нормальне наближення при великих ν:

Z =
Y − ν√

2ν
≈ N(0, 1) для великих ν.

Властивiсть адитивностi: якщо Y1 ∼ χ2(ν1) i Y2 ∼ χ2(ν2) незалежнi, то

Y1 + Y2 ∼ χ2(ν1 + ν2).
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6.2. t-розподiл (розподiл Стьюдента)
Нехай

Z ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2(ν),

i Z та Y незалежнi. Тодi випадкова величина

T =
Z√
Y/ν

має t-розподiл Стьюдента з ν ступенями вiльностi:

T ∼ t(ν).

Основнi характеристики:

M(T ) = 0 (при ν > 1), D(T ) =
ν

ν − 2
(при ν > 2).

Гранична властивiсть:
t(ν) =⇒ N(0, 1) при ν → ∞.

Роль у статистицi: t-розподiл виникає при оцiнюваннi середнього µ нормальної сукупностi за
малої вибiрки, коли σ невiдома i замiнюється на s.

6.3. F -розподiл (розподiл Фiшера—Снедекора)
Нехай

Y1 ∼ χ2(ν1), Y2 ∼ χ2(ν2),

незалежнi. Тодi

F =
Y1/ν1
Y2/ν2

має F -розподiл Фiшера—Снедекора зi ступенями вiльностi ν1, ν2:

F ∼ F (ν1, ν2).

Математичне сподiвання (за умови ν2 > 2):

M(F ) =
ν2

ν2 − 2
.

Дисперсiя (за умови ν2 > 4):

D(F ) =
2ν22(ν1 + ν2 − 2)

ν1(ν2 − 2)2(ν2 − 4)
.

Роль у статистицi: порiвняння дисперсiй, дисперсiйний аналiз (ANOVA), перевiрка значущостi
регресiї.

7. Ступенi вiльностi: сенс та походження (коротко)
Число ступенiв вiльностi вiдображає, скiльки незалежних «компонент варiацiї» залиша-
ється пiсля накладання обмежень. Класичний приклад: у вибiрцi x1, . . . , xn пiсля фiксацiї x̄
сума вiдхилень

∑
(xi − x̄) = 0 задає одне лiнiйне обмеження, тому для дисперсiї використову-

ється ν = n− 1.
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8. Пiдсумок
Нерiвнiсть Чебишова дає унiверсальнi оцiнки без знання закону розподiлу. Теорема Чебишо-
ва та закон Бернуллi формалiзують «стабiлiзацiю» середнiх i частот при зростаннi обсягу
вибiрки. Центральна гранична теорема пояснює, чому нормальний розподiл з’являється як
унiверсальна межа для сум i середнiх. Розподiли χ2, t та F є базовими розподiлами стати-
стик вибiрки, на яких побудовано бiльшiсть класичних методiв iнтервального оцiнювання та
перевiрки гiпотез.

Контрольнi запитання (для самоперевiрки):

1. У чому сила та обмеження нерiвностi Чебишова?

2. Як зменшується дисперсiя X̄ при зростаннi n i чому це принципово?

3. Як закон Бернуллi випливає з оцiнки Чебишова?

4. Чому для сум i середнiх виникає нормальне наближення?

5. Як означається χ2(ν) i що означає ν?

6. За яких умов t(ν) прямує до N(0, 1)?

7. Як F (ν1, ν2) пов’язаний з вiдношенням двох χ2-величин?

8. Наведiть приклади задач, де застосовують χ2, t та F -розподiли.

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна
1. Грузєва Т. С., Лехан В. М., Огнєв В. А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:

Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л. Н., Прокопченко О.Є. Вища математика i статистика. Частина I: Ма-
тематичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв). — За-
порiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В. А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. — Жи-
томир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя ймо-
вiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова
1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В. О., Чалий О. В. Вища математика. —

Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.

2. Свердан П. Л. Бiометрiя. Теорiя наукових дослiджень: пiдручник. — Київ: Знання, 2010.
— 440 с.
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3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В. О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014. —
464 с.
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Лекцiя № 7

Тема: Аналiз варiацiйних рядiв

Мета: Сформувати у здобувачiв системне розумiння первинної статистичної обробки да-
них: вiд побудови варiацiйного ряду та таблиць частот до графiчної вiзуалiзацiї (гiстограма,
полiгон частот, огива) й переходу вiд описових характеристик вибiрки до точкового та iн-
тервального оцiнювання параметрiв генеральної сукупностi. Навчити акуратно працювати з
рiзними типами даних (дискретнi/неперервнi), коректно обирати iнтервали групування та iн-
терпретувати емпiричнi оцiнки як наближення параметрiв генерального розподiлу.

Основнi поняття: варiацiйний ряд (дискретний та iнтервальний); клас (iнтервал); аб-
солютна частота; вiдносна частота; накопичена частота; гiстограма; полiгон частот; огива
(кумулятивна крива); емпiрична функцiя розподiлу; генеральна сукупнiсть; вибiрка; репре-
зентативнiсть; статистичнi оцiнки; параметричне та непараметричне оцiнювання; розмах; iн-
терквартильний розмах; середнє; дисперсiя; стандартне вiдхилення; коефiцiєнт варiацiї; мода;
медiана; квартилi та процентилi; надiйний iнтервал; надiйна ймовiрнiсть.

1. Генеральна сукупнiсть, вибiрка та репрезентативнiсть
Генеральна сукупнiсть — множина всiх потенцiйно можливих значень дослiджуваної озна-
ки в заданих умовах. Формально, це розподiл випадкової величини X iз певними (можливо
невiдомими) параметрами.

Вибiрка — пiдмножина з n спостережень x1, . . . , xn, отриманих у результатi вимiрювань/-
спостережень.

Репрезентативна вибiрка — така вибiрка, яка вiдтворює iстотнi риси генеральної суку-
пностi (розподiл, мiнливiсть, типовi значення) без систематичних перекосiв. Репрезентатив-
нiсть визначається не «красивими числами», а процедурою вiдбору (випадковiсть, вiдсутнiсть
систематичних змiщень, достатнiй обсяг, коректнi критерiї включення/виключення).

2. Варiацiйний ряд як базова форма органiзацiї даних

2.1. Невпорядкована та впорядкована вибiрка

Початкова вибiрка зазвичай подана як набiр значень x1, . . . , xn. Для аналiзу її впорядковують:

x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(n),

де x(i) — i-та порядкова статистика.

2.2. Дискретний варiацiйний ряд

Якщо ознака дискретна (або якщо данi округленi до небагатьох значень), формують таблицю:

x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
m (x∗

k — рiзнi значення),

та частоти:

nk = #{i : xi = x∗
k}, pk =

nk

n
,

m∑
k=1

nk = n,

m∑
k=1

pk = 1.
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2.3. Iнтервальний варiацiйний ряд

Якщо ознака неперервна (або значень багато), данi групують у класи (iнтервали). Нехай ви-
брано k iнтервалiв:

[a0, a1), [a1, a2), . . . , [ak−1, ak],

де a0 = xmin, ak = xmax (або з невеликим розширенням меж), а hm = am − am−1 — ширина
m-го iнтервалу.

3. Групування даних: число класiв, ширина класу, щiльнiсть

3.1. Розмах

R = xmax − xmin.

3.2. Вибiр числа класiв та ширини

Практична евристика, яку часто використовують у базовому курсi:

k ≈
√
n, h ≈ R

k
.

Це не закон природи, а компромiс мiж надто грубим i надто дрiбним групуванням.

3.3. Абсолютнi та вiдноснi частоти

Нехай nm — абсолютна частота в m-му класi, pm = nm/n — вiдносна частота. Важливо:

k∑
m=1

nm = n,

k∑
m=1

pm = 1.

3.4. Щiльнiсть вiдносних частот

Якщо iнтервали мають ширини hm, то коректною «висотою» стовпчика гiстограми в сенсi
площi є

fm =
pm
hm

.

Тодi площа прямокутника на iнтервалi дорiвнює pm, а сумарна площа дорiвнює 1.

4. Гiстограма, полiгон частот та огива

4.1. Гiстограма

Гiстограма — це графiчне подання iнтервального варiацiйного ряду: на кожному iнтервалi
будують прямокутник ширини hm з висотою, що дорiвнює nm, pm або (найкоректнiше для
нерiвних iнтервалiв) fm.
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4.2. Полiгон частот

Для полiгону беруть середини iнтервалiв:

cm =
am−1 + am

2
,

та будують точки (cm, nm) або (cm, pm), пiсля чого з’єднують їх вiдрiзками.

4.3. Емпiрична функцiя розподiлу та огива

Для не згрупованих даних емпiрична функцiя розподiлу:

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

1{xi ≤ x}.

Вона є неспадною, правобiчно неперервною та має стрибки величини 1/n.
Для згрупованих даних будують кумулятивнi частоти:

Pm =

m∑
j=1

pj ,

а огива — це графiк накопичених вiдносних частот як функцiї правих меж iнтервалiв (або
значень x∗

i у дискретному випадку).

5. Алгоритм побудови iнтервального варiацiйного ряду та гiстограми
(узагальнено)

1. Задати n та визначити xmin, xmax.

2. Обчислити розмах R = xmax − xmin.

3. Обрати число класiв k (наприклад, k ≈
√
n).

4. Обрати межi класiв a0 < a1 < · · · < ak та ширини hm = am − am−1.

5. Пiдрахувати nm у кожному класi та pm = nm/n.

6. Якщо ширини класiв рiзнi, обчислити щiльностi fm = pm/hm.

7. Побудувати гiстограму (за fm або pm), полiгон (за серединами класiв) i огиву (за нако-
пиченими частотами).

6. Приклад (дискретний варiацiйний ряд): полiгон вiдносних частот
та огива
Приклад. Згрупованi данi про кiлькiсть квiток лiкарської рослини на одному пагонi (20 па-
гонiв) утворюють дискретний варiацiйний ряд:

кiлькiсть квiток 1 2 3 4 5 6 7 8
частота 0 1 3 6 4 3 2 1
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Розв’язок. Загальна кiлькiсть спостережень:

n = 20.

Вiдноснi частоти:
pi =

ni

20
.

Накопиченi вiдноснi частоти:

Fi =

i∑
j=1

pj .

Отримаємо таблицю:

кiлькiсть квiток (xi) 1 2 3 4 5 6 7 8
частота (ni) 0 1 3 6 4 3 2 1
вiдн. частота (pi) 0.00 0.05 0.15 0.30 0.20 0.15 0.10 0.05
накоп. част. (Fi) 0.00 0.05 0.20 0.50 0.70 0.85 0.95 1.00

Полiгон вiдносних частот будують за точками (xi, pi), огиву — за точками (xi, Fi) (або за
правими межами класiв у разi iнтервального ряду).

7. Описовi характеристики вибiрки (точковi оцiнки)
Величини, що обчислюються безпосередньо за вибiркою, називають вибiрковими статисти-
ками. Вони є точковими оцiнками вiдповiдних параметрiв генеральної сукупностi.

7.1. Положення (центр)

• Мода — значення, що має найбiльшу частоту у варiацiйному рядi.

• Медiана — центральне значення впорядкованої вибiрки:

Me =

{
x(n+1

2 ), n непарне,
1
2

(
x(n

2 ) + x(n
2 +1)

)
, n парне.

• Вибiркове середнє:

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi.

7.2. Розсiювання (мiнливiсть)

• Вибiркова дисперсiя:

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2.

• Вибiркове стандартне вiдхилення:

s =
√
s2.
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• Коефiцiєнт варiацiї:
C.V. =

s

x̄
.

• Розмах:
R = xmax − xmin.

7.3. Квантiлi (квартилi, процентилi)

Процентиль p (у вiдсотках) — значення, нижче якого лежить приблизно p% спостережень.
Зокрема:

Q1 (25%) , Q2 = Me (50%) , Q3 (75%).

Iнтерквартильний розмах:
IQR = Q3 −Q1.

8. Оцiнювання параметрiв генеральної сукупностi: точкове та iнтер-
вальне

8.1. Точкове оцiнювання

Точкова оцiнка — число, яке вважається наближенням iстинного параметра генеральної
сукупностi. Наприклад, x̄ є оцiнкою µ, а s2 — оцiнкою σ2.

8.2. Iнтервальне оцiнювання та надiйний iнтервал

Iнтервальна оцiнка — iнтервал випадкового вигляду, який з наперед заданою ймовiрнiстю
накриває iстинне значення параметра.

Надiйний iнтервал для параметра θ з надiйною ймовiрнiстю γ має властивiсть:

P
(
θ ∈ (L(X), U(X))

)
= γ.

Тут L(X), U(X) залежать вiд вибiрки, а θ — фiксований (але невiдомий) параметр.

9. Iнтервальнi оцiнки для нормального розподiлу

Нехай X ∼ N(µ, σ2), а вибiрка X1, . . . , Xn незалежна.

9.1. Надiйний iнтервал для математичного сподiвання µ (дисперсiя невiдома)

1. Обчислити x̄ та s.

2. З таблицi Стьюдента знайти t1−α/2, ν для ν = n− 1.

3. Надiйний iнтервал рiвня γ = 1− α:

x̄− t1−α/2, ν
s√
n
< µ < x̄+ t1−α/2, ν

s√
n
.
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9.2. Надiйний iнтервал для дисперсiї σ2

1. Обчислити s2.

2. З таблицi χ2-розподiлу знайти χ2
α/2, ν та χ2

1−α/2, ν , де ν = n− 1.

3. Надiйний iнтервал рiвня γ = 1− α:

(n− 1)s2

χ2
1−α/2, ν

< σ2 <
(n− 1)s2

χ2
α/2, ν

.

10. Пiдсумок
Аналiз варiацiйних рядiв є фундаментом прикладної статистики: вiн забезпечує коректну орга-
нiзацiю даних, наочну вiзуалiзацiю емпiричного розподiлу та вводить базовi оцiнки положення
й мiнливостi. Через iнтервальнi оцiнки вiн дає перший мiсток вiд «опису вибiрки» до висновкiв
про генеральну сукупнiсть.

Контрольнi запитання (для самоперевiрки):

1. Чим вiдрiзняються дискретний i iнтервальний варiацiйнi ряди та коли який слiд вико-
ристовувати?

2. Чому для нерiвних iнтервалiв у гiстограмi треба використовувати щiльнiсть fm = pm/hm?

3. Як визначається емпiрична функцiя розподiлу Fn(x) i чим вона вiдрiзняється вiд теоре-
тичної F (x)?

4. Який змiст мають мода, медiана та середнє, i чому вони можуть давати рiзнi «центри»?

5. Чому у формулi дисперсiї використовується n− 1, а не n?

6. Як змiнюється ширина довiрчого iнтервалу для µ при збiльшеннi n?

7. Як iнтерпретувати надiйну ймовiрнiсть γ у термiнах процедури побудови iнтервалу?

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна
1. Грузєва Т. С., Лехан В. М., Огнєв В. А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:

Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л. Н., Прокопченко О.Є. Вища математика i статистика. Частина I: Ма-
тематичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв). — За-
порiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В. А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. — Жи-
томир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя ймо-
вiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

39



Додаткова
1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В. О., Чалий О. В. Вища математика. —

Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.

2. Свердан П. Л. Бiометрiя. Теорiя наукових дослiджень: пiдручник. — Київ: Знання, 2010.
— 440 с.

3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В. О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014. —
464 с.

40



Лекцiя № 8

Мета: Сформувати цiлiсне уявлення про перевiрку статистичних гiпотез як про формалiзо-
вану процедуру прийняття рiшень в умовах невизначеностi. Розглянути: (i) формулювання
нульової та альтернативної гiпотез, (ii) побудову критерiю та критичної областi, (iii) помилки
першого та другого роду, рiвень значущостi, надiйнiсть та потужнiсть, (iv) двобiчнi й одно-
бiчнi перевiрки, (v) p-значення як альтернативу табличним критичним точкам, (vi) типовi
параметричнi критерiї для нормальних сукупностей, (vii) практичнi задачi: виявлення про-
махiв (критерiї Дiксона), перевiрка систематичної похибки, порiвняння вiдтворюваностi та
порiвняння центрiв розподiлу двох незалежних сукупностей.

Основнi поняття: статистична гiпотеза; параметрична та непараметрична гiпотеза; нуль-
гiпотеза H0; альтернативна гiпотеза H1; критерiй перевiрки K; область допустимих значень O;
критична область W ; двобiчна та однобiчна критична область; помилка I роду α; помилка II
роду β; надiйнiсть 1−α; потужнiсть 1−β; критичне значення; p-значення; тестовi статистики
Z, t, χ2, F ; систематична похибка; вiдтворюванiсть; промахи (викиди); критерiї Дiксона.

1. Статистична гiпотеза як формалiзоване твердження
Статистична гiпотеза — це твердження про розподiл генеральної сукупностi або про її
параметри (наприклад, про µ, σ2, про рiвнiсть середнiх/дисперсiй у двох сукупностях тощо).

Завжди формулюють двi взаємодоповнювальнi гiпотези:

H0 (нульова гiпотеза), H1 (альтернативна гiпотеза).

Перевiряють саме H0. Альтернатива визначає тип критичної областi: двобiчної чи однобiчної.

2. Загальна схема перевiрки гiпотез
Нехай за вибiркою x1, . . . , xn будуємо критерiй перевiрки K = K(x1, . . . , xn). Далi задаємо:

• область допустимих значень O (значення критерiю, сумiснi з H0);

• критичну область W (значення критерiю, несумiснi з H0).

Правило:
K ∈ W =⇒ H0 вiдхиляють, K ∈ O =⇒ H0 не вiдхиляють.

(Вираз «приймають H0» у строгiй статистичнiй мовi небезпечний, бо H0 не «доводять», а
лише не знаходять пiдстав її вiдхилити.)

3. Помилки I та II роду, рiвень значущостi та потужнiсть
Iснують два типи помилок:

• Помилка I роду: вiдхилення H0, коли H0 iстинна.

• Помилка II роду: не вiдхилення H0, коли H1 iстинна.
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Позначення:
α = P (K ∈ W | H0) (рiвень значущостi),

β = P (K ∈ O | H1) (iмовiрнiсть помилки II роду).

Тодi:
1− α — надiйнiсть критерiю, 1− β — потужнiсть критерiю.

Рiзнi варiанти при перевiрцi гiпотез
Iстина Прийняте рiшення Тип помилки Iмовiрнiсть
H0 iстинна H0 не вiдхиляється Немає помилки P (K ∈ O | H0) = 1− α

H0 вiдхиляється Помилка I роду P (K ∈ W | H0) = α
H0 хибна H0 не вiдхиляється Помилка II роду P (K ∈ O | H1) = β

H0 вiдхиляється Немає помилки P (K ∈ W | H1) = 1− β

4. Однобiчнi та двобiчнi перевiрки
Тип альтернативної гiпотези визначає форму критичної областi.

1) Двобiчна перевiрка:

H0 : θ = θ0, H1 : θ ̸= θ0.

Критична область складається з двох «хвостiв» розподiлу критерiю.
2) Правобiчна перевiрка:

H0 : θ ≤ θ0, H1 : θ > θ0.

3) Лiвобiчна перевiрка:

H0 : θ ≥ θ0, H1 : θ < θ0.

Для кожного випадку критичнi значення пiдбирають так, щоб забезпечити задану α.

5. p-значення як унiверсальний формат рiшення
Замiсть табличного порiвняння K з критичною точкою часто використовують p-значення:

p = мiнiмальний рiвень значущостi, за якого H0 було б вiдхилено.

Правило:
p < α =⇒ H0 вiдхиляють, p ≥ α =⇒ H0 не вiдхиляють.

p-значення не є iмовiрнiстю того, що H0 iстинна; воно є характеристикою узгодженостi спо-
стережених даних iз H0.
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6. Параметричнi критерiї для нормальних сукупностей: базовий набiр

6.1. Перевiрка систематичної похибки (перевiрка середнього)

Нехай X1, . . . , Xn — незалежнi спостереження з N(µ, σ2). Перевiряємо:

H0 : µ = µ0, H1 : µ ̸= µ0.

Випадок 1: дисперсiя σ2 вiдома. Критерiй:

Z =
X̄ − µ0

σ/
√
n

, X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi.

За H0:
Z ∼ N(0, 1).

Двобiчна критична область:
|Z| > z1−α/2.

Випадок 2: дисперсiя невiдома. Оцiнимо:

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

Критерiй:

t =
X̄ − µ0

S/
√
n

.

За H0:
t ∼ tν , ν = n− 1.

Двобiчна критична область:
|t| > t1−α/2, ν .

6.2. Перевiрка дисперсiї (стабiльнiсть/вiдтворюванiсть одного методу)

Якщо X1, . . . , Xn ∼ N(µ, σ2) та перевiряємо:

H0 : σ2 = σ2
0 , H1 : σ2 ̸= σ2

0 ,

то статистика

χ2 =
(n− 1)S2

σ2
0

за H0 має розподiл χ2
ν , ν = n− 1. Для двобiчної перевiрки критична область:

χ2 < χ2
α/2, ν або χ2 > χ2

1−α/2, ν .
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6.3. Порiвняння двох дисперсiй: F-критерiй (вiдтворюванiсть двох методiв)

Нехай незалежнi вибiрки з нормальних сукупностей мають дисперсiї σ2
1 , σ

2
2 . Перевiряємо:

H0 : σ2
1 = σ2

2 , H1 : σ2
1 ̸= σ2

2 .

Критерiй:

F =
S2
1

S2
2

,

де S2
1 , S

2
2 — вибiрковi дисперсiї. За H0:

F ∼ Fν1,ν2
, ν1 = n1 − 1, ν2 = n2 − 1.

Двобiчна критична область задається через двi критичнi точки (нижню i верхню), що вiдпо-
вiдають α/2 у хвостах.

7. Порiвняння центрiв двох незалежних нормальних сукупностей

7.1. Великi вибiрки або вiдомi дисперсiї (Z-критерiй)

Перевiряємо:
H0 : µX = µY , H1 : µX ̸= µY .

Якщо σ2
X , σ2

Y вiдомi, тодi

z =
X̄ − Ȳ√
σ2
X

nX
+

σ2
Y

nY

, z ∼ N(0, 1) за H0.

Критична область:
|z| > z1−α/2.

7.2. Малi вибiрки, дисперсiї невiдомi але рiвнi (t-критерiй з об’єднаною дисперсi-
єю)

Нехай дисперсiї невiдомi, але припускаємо σ2
X = σ2

Y . Тодi вводять об’єднану дисперсiю:

S2
p =

(nX − 1)S2
X + (nY − 1)S2

Y

nX + nY − 2
.

Критерiй:

t =
X̄ − Ȳ

Sp

√
1

nX
+ 1

nY

.

За H0:
t ∼ tν , ν = nX + nY − 2.

Двобiчна критична область:
|t| > t1−α/2, ν .
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8. Перевiрка вибiрки на однорiднiсть: критерiї Дiксона (виявлення
промахiв)
У практичних вимiрюваннях часто виникає задача виявлення промахiв (викидiв), що можуть
бути наслiдком грубих помилок.

Формулювання:

H0 : вибiрка однорiдна, промахiв немає, H1 : вибiрка мiстить промах(и).

Данi впорядковують:
x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn.

Iдея критерiїв Дiксона: порiвняти пiдозрiле крайнє значення з «типовим» розмахом вибiр-
ки через спецiально побудоване вiдношення рiзниць (квантильнi таблицi для цих вiдношень
заданi окремо).

Прикладова форма (одна з поширених для перевiрки мiнiмального значення):

Q =
x2 − x1

xn − x1
,

а для перевiрки максимального:
Q =

xn − xn−1

xn − x1
.

Далi Q порiвнюють з критичним Qα(n) з таблиць. Якщо Q > Qα(n), то H0 вiдхиляють i
пiдозрiле значення розглядають як промах.

Зауваження: застосовнiсть критерiїв Дiксона передбачає нормальнiсть основної сукупно-
стi та вiдсутнiсть множинних промахiв; при складнiших сценарiях потрiбнi iншi процедури.

9. Потужнiсть та вибiр обсягу вибiрки: концептуальний каркас
Потужнiсть 1− β не є «бонусом», вона купується за рахунок:

• збiльшення обсягу вибiрки n;

• зменшення шуму (меншої дисперсiї вимiрювань);

• використання бiльш чутливого дизайну (парнi спостереження, блокування тощо);

• вибору однобiчної перевiрки, якщо вона методично обґрунтована.

Наприклад, у перевiрцi середнього (при вiдомiй σ) параметром, що визначає потужнiсть, є
величина зсуву

∆ = µ− µ0,

а критерiальна статистика Z за H1 має зсунутий розподiл iз математичним сподiванням

M(Z | H1) =
∆

σ/
√
n
=

∆
√
n

σ
.

Це показує фундаментальну залежнiсть: фiксований зсув ∆ стає статистично «видимим» при
зростаннi

√
n.
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10. Рекомендований алгоритм виконання перевiрки гiпотез
1. Чiтко сформулювати H0 та H1 (з визначенням параметра θ).

2. Вибрати статистичну модель та умови застосовностi (нормальнiсть, незалежнiсть, рiв-
нiсть дисперсiй тощо).

3. Обрати критерiй K i розподiл K за H0.

4. Задати рiвень значущостi α.

5. Побудувати критичну область W (або обчислити p-значення).

6. Обчислити значення критерiю за даними.

7. Зробити висновок: вiдхилити чи не вiдхилити H0, вказавши α та, за потреби, p-значення.

8. Iнтерпретувати результат у предметному контекстi, не пiдмiняючи статистичне рiшення
«фiлософiєю причинностi».

11. Пiдсумок
Перевiрка гiпотез — це дисциплiна про контроль ризикiв помилкових рiшень у присутностi
випадковостi. Вона оперує:

• формальними правилами критичних областей;

• кiлькiсним контролем помилок через α i β;

• стандартним набором критерiїв Z, t, χ2, F для нормальних моделей;

• прикладними процедурами (як-от критерiї Дiксона) для контролю якостi даних.

Контрольнi запитання (для самоперевiрки):

1. Чому перевiряють H0, а не «доводять» H1?

2. Як альтернативна гiпотеза визначає форму критичної областi?

3. Який змiст мають α та β, i чому їх не можна зменшити одночасно без наслiдкiв?

4. У яких умовах застосовують критерiй Z, а коли обов’язковий критерiй t?

5. Для чого використовується χ2-критерiй та якi його степенi вiльностi?

6. Якi припущення потрiбнi для F-критерiю порiвняння дисперсiй?

7. У чому логiка критерiїв Дiксона i якi їхнi обмеження?

8. Чим p-значення вiдрiзняється вiд «iмовiрностi iстинностi H0»?
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Лекцiя № 9

Тема: Кореляцiйний та регресiйний аналiз

Мета: Розкрити суть статистичного взаємозв’язку мiж ознаками, ввести поняття кореля-
цiйної залежностi та регресiї. Навчити розраховувати та iнтерпретувати коефiцiєнт кореляцiї,
будувати лiнiйнi регресiйнi моделi за методом найменших квадратiв та оцiнювати їх статисти-
чну значущiсть.

Основнi поняття: функцiональний та статистичний зв’язок; факторна (пояснювальна)
ознака X; результативна (вiдгук) ознака Y ; кореляцiйна залежнiсть; умовне математичне спо-
дiвання; функцiя регресiї; коварiацiя; коефiцiєнт кореляцiї (генеральний та вибiрковий); коре-
ляцiйне поле; лiнiйна регресiя; параметри β0, β1; випадкова похибка; залишки; МНК; нормаль-
нi рiвняння; розклад сум квадратiв SST = SSR+SSE; коефiцiєнт детермiнацiї R2; стандартнi
похибки оцiнок; довiрчi iнтервали; перевiрка гiпотез; припущення лiнiйної моделi.

1. Функцiональний i статистичний зв’язок
Мiж двома ознаками X та Y розрiзняють:

1) Функцiональний (детермiнований) зв’язок:

Y = f(X),

тобто для кожного значення X iснує єдине значення Y . У цьому випадку мiнливiсть Y повнi-
стю пояснюється X.

2) Статистичний (ймовiрнiсний) зв’язок:

Y = f(X) + ε,

де ε — випадкова складова (шум, похибка вимiрювання, не врахованi чинники тощо). Тут
одному X вiдповiдає розподiл можливих значень Y , а не єдине число.

2. Кореляцiйна залежнiсть i функцiя регресiї
Залежнiсть умовного математичного сподiвання результативної ознаки Y вiд значень фактор-
ної ознаки X називається кореляцiйною залежнiстю:

M(Y | X = x) = f(x).

Функцiю f(x) називають функцiєю регресiї. Вона описує, як змiнюється середнiй рiвень Y
при змiнi X, а не траєкторiю окремих спостережень.

Кореляцiйне поле — графiчне зображення пар (xi, yi) на площинi. Воно дає якiсне уявле-
ння про форму зв’язку (лiнiйний, монотонний, нелiнiйний, вiдсутнiй) та про наявнiсть викидiв.

3. Коварiацiя та коефiцiєнт кореляцiї

3.1. Генеральнi характеристики

Нехай µX = M(X), µY = M(Y ). Коварiацiя:

σXY = M
[
(X − µX)(Y − µY )

]
.
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Якщо σXY > 0, то великi значення X мають тенденцiю вiдповiдати великим значенням Y ;
якщо σXY < 0 — навпаки. Недолiк коварiацiї: вона має розмiрнiсть X · Y i залежить вiд
одиниць вимiру.

Коефiцiєнт кореляцiї (Пiрсона):

ρXY =
σXY

σXσY
, σ2

X = M [(X − µX)2], σ2
Y = M [(Y − µY )

2].

Властивостi:
−1 ≤ ρXY ≤ 1.

Якщо |ρXY | = 1, зв’язок лiнiйно детермiнований. Якщо ρXY = 0, то лiнiйна кореляцiя вiдсу-
тня (але можливий нелiнiйний зв’язок).

3.2. Вибiрковi оцiнки

Нехай маємо вибiрку {(xi, yi)}ni=1. Вибiрковi середнi:

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi, ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi.

Центрованi суми:

Sxx =

n∑
i=1

(xi − x̄)2, Syy =

n∑
i=1

(yi − ȳ)2, Sxy =

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ).

Тодi вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї:

r =
Sxy√
SxxSyy

.

Зауваження: формула має сенс лише коли Sxx > 0 та Syy > 0 (ознаки не є сталими у вибiрцi).

3.3. Iнтерпретацiя кореляцiї

Абсолютне значення r оцiнює щiльнiсть лiнiйного зв’язку:

• r ≈ 0: лiнiйний зв’язок слабкий або вiдсутнiй;

• r близьке до ±1: сильна лiнiйна залежнiсть;

• знак r задає напрям асоцiацiї.

Кореляцiя не є причиннiстю: вона фiксує статистичну узгодженiсть, а причиннi висновки
визначаються дизайном дослiдження.
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4. Перевiрка значущостi кореляцiї
Нульова гiпотеза:

H0 : ρXY = 0.

За припущення двовимiрної нормальностi (X,Y ) (або наближено за великих n) статистика

t =
r
√
n− 2√
1− r2

пiдпорядковується t-розподiлу з n−2 ступенями вiльностi. Критична область задається через
tα/2, n−2 (двобiчна перевiрка) або вiдповiднi однобiчнi критичнi значення.

5. Регресiйний аналiз: постановка задачi
Регресiйний аналiз спрямований на побудову моделi середнього Y як функцiї X та на оцi-
нювання параметрiв цiєї моделi за даними.

У найпростiшому випадку лiнiйної регресiї (один фактор):

Yi = β0 + β1xi + εi, i = 1, . . . , n,

де εi — похибки моделi.
Оцiнене рiвняння регресiї:

ŷi = b0 + b1xi.

Залишок:
ei = yi − ŷi.

Змiст b1: очiкувана змiна середнього рiвня Y при збiльшеннi X на одиницю (за умов, що
лiнiйна модель адекватна).

6. Метод найменших квадратiв (МНК)

6.1. Критерiй МНК

Вибирають b0, b1, що мiнiмiзують суму квадратiв залишкiв:

S(b0, b1) =

n∑
i=1

(
yi − (b0 + b1xi)

)2
.

6.2. Нормальнi рiвняння

Умови мiнiмуму ∂S
∂b0

= 0, ∂S
∂b1

= 0 приводять до системи:{
nb0 + b1

∑
xi =

∑
yi,

b0
∑

xi + b1
∑

x2
i =

∑
xiyi.
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6.3. Явнi формули оцiнок

Використовуючи центрованi суми Sxx i Sxy, маємо компактний запис:

b1 =
Sxy

Sxx
, b0 = ȳ − b1x̄.

Еквiвалентна форма (через нецентрованi суми) також коректна:

b1 =
n
∑

xiyi − (
∑

xi)(
∑

yi)

n
∑

x2
i − (

∑
xi)2

, b0 = ȳ − b1x̄.

6.4. Геометрична iнтерпретацiя (корисна для академiчного рiвня)

МНК обирає таку пряму, щоб вектор залишкiв e = (e1, . . . , en) був ортогональний до пiдпро-
стору, натягнутого на вектори (1, . . . , 1) та (x1, . . . , xn). Звiдси випливають двi фундаментальнi
тотожностi:

n∑
i=1

ei = 0,

n∑
i=1

xiei = 0.

7. Розклад мiнливостi у регресiї: SST = SSR + SSE

Введемо:

SST =

n∑
i=1

(yi − ȳ)2, SSR =

n∑
i=1

(ŷi − ȳ)2, SSE =

n∑
i=1

(yi − ŷi)
2 =

∑
e2i .

Тодi для лiнiйної регресiї з вiльним членом виконується розклад:

SST = SSR+ SSE.

Це прямий аналог ANOVA-розкладу: загальна мiнливiсть Y розкладається на частину, по-
яснену регресiєю, i частину, що залишилась у виглядi похибок.

8. Оцiнка дисперсiї похибки та стандартнi похибки коефiцiєнтiв

8.1. Оцiнка σ2

За стандартними припущеннями εi ∼ N(0, σ2) незалежнi, оцiнка дисперсiї похибки:

s2 =
SSE

n− 2
.

8.2. Стандартнi похибки

Стандартна похибка оцiнки нахилу:

SE(b1) =

√
s2

Sxx
.
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Стандартна похибка оцiнки вiльного члена:

SE(b0) =

√
s2

(
1

n
+

x̄2

Sxx

)
.

9. Перевiрка значущостi регресiї

9.1. Перевiрка H0 : β1 = 0 t-критерiєм

Нульова гiпотеза:
H0 : β1 = 0.

Статистика:
t =

b1
SE(b1)

.

За H0 маємо t-розподiл з n− 2 ступенями вiльностi.

9.2. Перевiрка H0 : β1 = 0 F-критерiєм

Оскiльки у простiй лiнiйнiй регресiї один параметр вiдповiдає ефекту X, використовують:

F =
SSR/1

SSE/(n− 2)
, ν1 = 1, ν2 = n− 2.

Критична область:
F > Fα, 1, n−2.

Для простої лiнiйної регресiї виконується тотожнiсть:

F = t2,

де t — t-статистика для перевiрки H0 : β1 = 0.

10. Коефiцiєнт детермiнацiї та зв’язок з кореляцiєю
Коефiцiєнт детермiнацiї:

R2 =
SSR

SST
= 1− SSE

SST
.

Його змiст: частка варiацiї Y , яка пояснюється лiнiйною регресiєю на X.
У простiй лiнiйнiй регресiї з вiльним членом має мiсце зв’язок:

R2 = r2,

де r — вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї мiж X та Y .
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11. Довiрчi iнтервали
Для нахилу β1 довiрчий iнтервал рiвня 1− α:

b1 ± tα/2, n−2 SE(b1).

Для β0:
b0 ± tα/2, n−2 SE(b0).

Зауваження: цi iнтервали коректнi за класичних припущень про нормальнiсть та однорiднiсть
дисперсiї похибок.

12. Прогноз i довiрчi смуги
Прогноз середнього значення при X = x0:

̂M(Y | X = x0) = ŷ(x0) = b0 + b1x0.

Для оцiнювання невизначеностi прогнозу розрiзняють:

• iнтервал для середнього (вужчий);

• прогнозний iнтервал для окремого майбутнього спостереження (ширший, бо включає
шум ε).

У базовому курсi важливо розумiти концептуальну вiдмiннiсть, навiть якщо формули вводя-
ться пiзнiше.

13. Припущення лiнiйної регресiї та аналiз залишкiв
Класична модель спирається на:

1. лiнiйнiсть M(Y | X) = β0 + β1X;

2. незалежнiсть похибок εi;

3. однакову дисперсiю: Var(εi) = σ2;

4. нормальнiсть похибок (для точних t- та F-висновкiв).

Аналiз залишкiв ei використовується для виявлення:

• нелiнiйностi (систематичнi структури в ei проти xi);

• гетероскедастичностi (змiна розкиду залишкiв);

• викидiв (нетипово великi |ei|);

• впливових точок (значення xi з великою «важiльнiстю»).
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14. Узагальнення: множинна регресiя (коротко)
Якщо факторiв кiлька X1, . . . , Xp, модель:

Yi = β0 + β1xi1 + · · ·+ βpxip + εi.

Тут βk iнтерпретується як змiна середнього Y при змiнi Xk на одиницю за фiксованих iнших
факторiв. Перевiрка значущостi може виконуватись:

• для окремого коефiцiєнта (t-тест);

• для всiєї моделi або групи коефiцiєнтiв (F-тест вкладених моделей).

15. Пiдсумок
Кореляцiйний аналiз дає мiру лiнiйної узгодженостi двох ознак, тодi як регресiйний аналiз
задає модель умовного середнього та дозволяє:

• оцiнювати параметри залежностi;

• перевiряти статистичну значущiсть;

• пояснювати частку мiнливостi та виконувати прогнозування;

• аналiзувати адекватнiсть моделi через залишки.

Контрольнi запитання (для самоперевiрки):

1. У чому вiдмiннiсть мiж функцiональним та статистичним зв’язком?

2. Чому ρXY = 0 не виключає нелiнiйної залежностi?

3. Як через Sxx та Sxy записуються оцiнки b0, b1?

4. Який змiст має розклад SST = SSR+ SSE у регресiї?

5. Як пов’язанi мiж собою R2 та r у простiй лiнiйнiй регресiї?

6. Чому у простiй регресiї F = t2?

7. Якi припущення лежать в основi t- та F-висновкiв для регресiї?

8. Навiщо аналiзують залишки i якi типовi порушення вiн виявляє?

Перелiк навчально-методичної лiтератури
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Лекцiя № 10

Тема: Дисперсiйний аналiз

Мета: Ознайомити з методом дисперсiйного аналiзу (ANOVA) для оцiнки впливу одного
або кiлькох факторiв на результативну ознаку. Розглянути моделi дисперсiйного аналiзу, логi-
ку розкладання загальної мiнливостi на складовi та процедуру перевiрки гiпотез за допомогою
F-критерiю.

Основнi поняття: Дисперсiйний аналiз, фактор, рiвнi фактора, однофакторний та ба-
гатофакторний аналiз, план експерименту, модель дисперсiйного аналiзу, генеральне середнє,
диференцiальний ефект, залишкова мiнливiсть (внутрiшньогрупова), факторiальна мiнливiсть
(мiжгрупова), середнiй квадрат вiдхилень.

Змiст навчального матерiалу з даної теми

1. Загальна iдея ANOVA як теорiї порiвняння моделей
Дисперсiйний аналiз (ANOVA, analysis of variance) iсторично виник як вiдповiдь на просте
запитання: якщо груп бiльше нiж двi, як порiвнювати середнi, не перетворюючи аналiз на
серiю довiльних парних перевiрок iз неконтрольованою частотою хибних висновкiв?

Ключовий принцип ANOVA полягає не в «магiї дисперсiй», а в порiвняннi двох вкладе-
них статистичних моделей:

• Нульова модель не дозволяє групам мати рiзнi середнi (усi спостереження мають спiль-
ний центр).

• Альтернативна модель дозволяє середнiм рiзнитись вiдповiдно до факторної стру-
ктури.

Рiзницю якостi пiдгонки моделей вимiрюють через зменшення залишкової суми квадратiв, а
нормування цього зменшення степенями вiльностi приводить до F-критерiю.

2. Однофакторний дисперсiйний аналiз: параметрична модель фiксо-
ваних рiвнiв

2.1. Постановка та нотацiя

Нехай фактор A має I рiвнiв A1, . . . , AI . На рiвнi Ai спостерiгаємо ni значень yi1, . . . , yini
.

Загальна кiлькiсть спостережень:

n =

I∑
i=1

ni.

Позначимо груповi середнi та загальне середнє:

ȳi =
1

ni

ni∑
j=1

yij , ȳ =
1

n

I∑
i=1

ni∑
j=1

yij =
1

n

I∑
i=1

niȳi.
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2.2. Модель (фiксованi рiвнi)

Параметрична модель однофакторного ANOVA:

yij = µ+ αi + εij ,

де µ — спiльний для всiх рiвнiв параметр, αi — ефект i-го рiвня фактора, εij — похибка.
Щоб модель була iдентифiкована, вводять обмеження, наприклад:

I∑
i=1

niαi = 0 (зважене центроване обмеження).

Для балансованого дизайну ni = n0 часто використовують
∑I

i=1 αi = 0.

2.3. Гiпотези

Нульова гiпотеза «фактор не впливає» у термiнах ефектiв:

H0 : α1 = α2 = · · · = αI = 0.

Еквiвалентне формулювання у термiнах середнiх:

H0 : µ1 = µ2 = · · · = µI , де µi = µ+ αi.

Альтернатива:
H1 : iснують i ̸= k такi, що µi ̸= µk.

3. Розклад сум квадратiв: алгебра без романтики

3.1. Повна сума квадратiв

Повну мiнливiсть (вiдносно загального середнього) задають як

SST =

I∑
i=1

ni∑
j=1

(yij − ȳ)2.

3.2. Внутрiшньогрупова сума квадратiв

Залишкова (внутрiшньогрупова) мiнливiсть:

SSW =

I∑
i=1

ni∑
j=1

(yij − ȳi)
2.

3.3. Мiжгрупова сума квадратiв

Факторiальна (мiжгрупова) мiнливiсть:

SSA =

I∑
i=1

ni(ȳi − ȳ)2.

57



3.4. Доведення розкладу SST = SSA+ SSW

Почнемо з тотожностi
yij − ȳ = (yij − ȳi) + (ȳi − ȳ).

Тодi
(yij − ȳ)2 = (yij − ȳi)

2 + 2(yij − ȳi)(ȳi − ȳ) + (ȳi − ȳ)2.

Просумуємо за j у фiксованiй групi i:
ni∑
j=1

(yij − ȳ)2 =

ni∑
j=1

(yij − ȳi)
2 + 2(ȳi − ȳ)

ni∑
j=1

(yij − ȳi) +

ni∑
j=1

(ȳi − ȳ)2.

Але
ni∑
j=1

(yij − ȳi) =

ni∑
j=1

yij − niȳi = 0,

а також
ni∑
j=1

(ȳi − ȳ)2 = ni(ȳi − ȳ)2.

Отже, для кожного i:
ni∑
j=1

(yij − ȳ)2 =

ni∑
j=1

(yij − ȳi)
2 + ni(ȳi − ȳ)2.

Пiсля сумування за i дiстаємо
SST = SSW + SSA.

Це фундаментальна тотожнiсть ANOVA: загальна мiнливiсть розкладається на частину, що
пояснюється фактором, та частину, що залишається всерединi груп.

4. Степенi вiльностi та середнi квадрати

4.1. Степенi вiльностi

• Для SST : νT = n− 1, оскiльки ȳ оцiнено з n спостережень.

• Для SSW : νW = n− I, оскiльки в кожнiй групi оцiнено ȳi, разом I оцiнок.

• Для SSA: νA = I − 1, бо
∑I

i=1 ni(ȳi − ȳ) = 0, тобто маємо одну лiнiйну залежнiсть.

Зв’язок:
(n− 1) = (I − 1) + (n− I).

4.2. Середнi квадрати

Середнi квадрати (сума квадратiв, нормована степенями вiльностi):

MSA =
SSA

I − 1
, MSW =

SSW

n− I
.

Iнтерпретацiйно MSW є оцiнкою дисперсiї похибки, тодi як MSA мiстить у собi й похибку, й
внесок мiжгрупових вiдмiнностей.
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5. F-критерiй як наслiдок теорiї квадратичних форм

5.1. Статистика

F =
MSA

MSW
.

5.2. Припущення, за яких працює класичний F-тест

Класичний ANOVA (у виглядi «табличного» F-тесту) спирається на:

1. Незалежнiсть похибок εij .

2. Нормальнiсть: εij ∼ N(0, σ2).

3. Однакова дисперсiя в усiх групах: Var(εij) = σ2.

5.3. Чому саме F? (концептуальний вивiд)

За H0 усi групи мають спiльний центр, тому «мiжгрупова мiнливiсть» має бути спiвмiрною iз
«внутрiшньогруповою». Якщо ж H1 iстинна, то SSA зростає систематично (бо ȳi вiддаляються
вiд ȳ), тодi як SSW описує шум навколо групових центрiв.

Формально, за нормальностi похибок:

SSW

σ2
∼ χ2

n−I ,
SSA

σ2
∼ χ2

I−1,

i цi двi квадратичнi форми є незалежними. Тодi

SSA/(I − 1)

SSW/(n− I)
∼ FI−1, n−I .

Отже, критична область має вигляд:

F > Fα, I−1, n−I .

6. ANOVA-таблиця (академiчний стандарт подання)
Зручно органiзувати результат у виглядi таблицi:

Джерело мiнливостi Сума квадратiв Ступенi вiльностi Середнiй квадрат F
Фактор A SSA I − 1 MSA MSA/MSW
Похибка (всерединi груп) SSW n− I MSW —
Загальна SST n− 1 — —

7. Оцiнювання параметрiв та зв’язок iз методом найменших квадратiв
Оцiнки, якi мiнiмiзують SSW , мають вигляд:

µ̂ = ȳ, µ̂i = ȳi, α̂i = ȳi − ȳ.

Це вiдображає глибинний факт: однофакторний ANOVA є спецiальним випадком лiнiйної
моделi найменших квадратiв.
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8. Контрасти та множиннi порiвняння (пiсля того, як H0 вiдхилено)
Вiдхилення H0 говорить лише «не всi рiвнi однаковi», але не каже, якi саме рiзняться. Для
цього використовують:

8.1. Лiнiйнi контрасти

Контраст задають коефiцiєнтами c1, . . . , cI з умовою
∑I

i=1 ci = 0:

L =

I∑
i=1

ciµi, L̂ =

I∑
i=1

ciȳi.

За класичних припущень

Var(L̂) = σ2
I∑

i=1

c2i
ni

, V̂ar(L̂) = MSW

I∑
i=1

c2i
ni

.

Тодi t-статистика:

t =
L̂√

MSW
∑I

i=1
c2i
ni

порiвнюється з критичними значеннями з урахуванням множинностi (за потреби).

8.2. Поправки на множиннiсть

Поширенi пiдходи (iдеологiчно рiзнi):

• Бонферронi: контролює сумарну iмовiрнiсть хибних вiдхилень шляхом замiни α на α/m,
де m — число перевiрок.

• Тьюкi (Tukey HSD): орiєнтований на всi парнi порiвняння середнiх та використовує роз-
подiл студентiзованого дiапазону.

9. Розмiр ефекту: щоб не плутати «iстотнiсть» iз «вагою»
Навiть дуже малий ефект може давати мале p-значення при великому n. Тому поряд iз F-
тестом повiдомляють розмiр ефекту, наприклад:

η2 =
SSA

SST
, (частка загальної мiнливостi, пов’язана з фактором).

Для моделей з кiлькома факторами використовують частковi аналоги, де в знаменнику стоїть
вiдповiдна сума квадратiв «ефект + похибка».
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10. Перевiрка припущень та робастнiсть
Класична ANOVA є досить стiйкою до помiрних вiдхилень вiд нормальностi за умови прибли-
зної рiвностi дисперсiй та вiдсутностi сильних перекосiв у вибiрках, але не любить:

• рiзко неоднаковi дисперсiї мiж групами;

• наявнiсть викидiв, якi «перетягують» середнi;

• залежнi спостереження (повторнi вимiрювання без моделювання кореляцiї).

Тому в академiчному аналiзi завжди окремо фiксують: незалежнiсть (через дизайн), однорi-
днiсть дисперсiй (через дiагностики), нормальнiсть залишкiв (через дiагностики).

11. Двофакторний дисперсiйний аналiз: головнi ефекти та взаємодiя

11.1. Модель з взаємодiєю

Нехай є фактор A з рiвнями i = 1, . . . , I та фактор B з рiвнями k = 1, . . . ,K. У комiрцi (i, k)
маємо nik спостережень yikj . Модель:

yikj = µ+ αi + βk + (αβ)ik + εikj .

Тут (αβ)ik — ефект взаємодiї: вiдхилення вiд адитивностi.

11.2. Гiпотези

Перевiряють окремо:

H
(A)
0 : α1 = · · · = αI = 0, H

(B)
0 : β1 = · · · = βK = 0,

H
(AB)
0 : (αβ)ik = 0 для всiх i, k.

Наявнiсть взаємодiї означає: вплив A залежить вiд рiвня B (i навпаки). У такому разi «головнi
ефекти» без уточнення контексту можуть бути концептуально бiдними.

11.3. Розклад сум квадратiв (iдея)

Загальна мiнливiсть розкладається на:

SST = SSA+ SSB + SSAB + SSW,

де SSAB вiдповiдає взаємодiї, а SSW — залишковiй мiнливостi всерединi комiрок. Точнi фор-
мули залежать вiд балансованостi дизайну; у балансованому випадку вони набувають особливо
прозорих форм через ортогональнiсть складових.

11.4. F-статистики

Для кожного джерела мiнливостi будують

FA =
MSA

MSW
, FB =

MSB

MSW
, FAB =

MSAB

MSW
,

де MS є вiдповiднi середнi квадрати, а степенi вiльностi визначаються структурою факторiв
i числами спостережень.
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12. ANOVA як частина загальної лiнiйної моделi (матричний запис)
Для поглибленого академiчного бачення ANOVA найкраще розумiти як лiнiйну модель:

y = Xθ + ε, ε ∼ N(0, σ2In).

Тут X — матриця дизайну, θ — вектор параметрiв (ефекти), y — вектор спостережень.
Суми квадратiв у цiй мовi є квадратичними формами:

SSW = ∥y − ŷ∥2, ŷ = PXy,

де PX — ортогональний проєктор на пiдпростiр стовпцiв X. Порiвняння вкладених моделей
означає порiвняння вiдповiдних проєкторiв i, як наслiдок, породжує F-тест як вiдношення
двох незалежних нормованих квадратичних форм.

13. План експерименту: те, без чого ANOVA перетворюється на симу-
лякр
У дисперсiйному аналiзi статистика лише формалiзує те, що вже закладено у дизайн. Акаде-
мiчно коректний план включає:

1. Рандомiзацiю (щоб незалежнiсть не була мiфом).

2. Реплiкацiю (щоб оцiнка MSW iснувала як змiстовний об’єкт).

3. Контроль змiшувальних чинникiв (блокування, стратифiкацiя, коварiати).

4. Баланс (за можливостi), бо вiн дає простiший розклад i чистiшу iнтерпретацiю.

14. Алгоритм виконання однофакторного ANOVA (без числових при-
кладiв, але з логiкою)

1. Записати данi у виглядi груп A1, . . . , AI та обчислити ȳi i ȳ.

2. Обчислити SSW та SSA, перевiрити тотожнiсть SST = SSA+ SSW .

3. Обчислити MSA та MSW .

4. Обчислити F = MSA/MSW .

5. Порiвняти F з Fα, I−1, n−I або отримати p-значення з розподiлу FI−1,n−I .

6. Якщо H0 вiдхилено, перейти до контрастiв/множинних порiвнянь iз контролем множин-
ностi.

7. Повiдомити розмiр ефекту η2 та зробити висновок у термiнах предметної областi.
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15. Типовi помилки iнтерпретацiї (i як їх уникати)
• Помилка 1: «ANOVA доводить причиннiсть». Нi: причиннiсть задає дизайн (рандомi-

зацiя, контроль), а ANOVA лише оцiнює узгодженiсть даних з моделлю.

• Помилка 2: «Якщо p < α, то ефект великий». Нi: потрiбен розмiр ефекту.

• Помилка 3: «Вiдхилення H0 означає, що всi групи рiзнi». Нi: вiдхилення означає лише,
що не всi середнi збiгаються.

• Помилка 4: «Можна iгнорувати взаємодiю у двофакторнiй схемi». Нi: взаємодiя є окре-
мим змiстовним твердженням про неадитивнiсть впливiв.

16. Пiдсумок
ANOVA — це:

• алгебраїчно строгий розклад SST на структурнi компоненти;

• статистичний тест через порiвняння нормованих квадратичних форм;

• методологiя, сенс якої визначається планом експерименту;

• мова, що природно узагальнюється до багатофакторних схем, взаємодiй, блокiв, коварiат
(ANCOVA) та багатовимiрних вiдповiдей (MANOVA).

Контрольнi запитання (для самоперевiрки):

1. Чому для багатьох груп небажано робити багато парних t-тестiв без поправок?

2. Який змiст має тотожнiсть SST = SSA+SSW i де саме в доведеннi «зникає» змiшаний
член?

3. Як iнтерпретувати MSW у термiнах моделi похибки?

4. Якi степенi вiльностi мають SSA i SSW , i чому вони саме такi?

5. Що означає взаємодiя у двофакторнiй моделi й чому вона важлива для iнтерпретацiї?

6. Чим «iстотнiсть» вiдрiзняється вiд «розмiру ефекту»?

7. Якi припущення потрiбнi для класичного F-тесту i що стається, якщо їх порушено?

Перелiк навчально-методичної лiтератури
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