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Практичне заняття № 1

Тема: Диференцiальне числення

Мета: навчити здобувачiв свiдомо використовувати апарат диференцiального числення
при вирiшеннi задач медико-бiологiчного профiлю, зокрема обчислювати похiднi функцiй однi-
єї змiнної та застосовувати їх для дослiдження функцiй.

Основнi поняття: похiдна функцiї однiєї змiнної, механiчний та геометричний змiст по-
хiдної, таблиця похiдних, правила диференцiювання, зростаюча та спадна функцiя, критичнi
точки, екстремум (максимум та мiнiмум), диференцiал.

Змiст навчального матерiалу з даної теми

Похiдна функцiї

Нехай функцiя y = f(x) визначена в деякому околi точки x0. Надамо аргументу x0 прирiст
∆x так, щоб точка x0 + ∆x належала цьому околу. Тодi функцiя одержить прирiст ∆y =
f(x0 +∆x)− f(x0).

Похiдною функцiї y = f(x) в точцi x0 називається границя вiдношення приросту функцiї
∆y до приросту аргументу ∆x, коли прирiст аргументу прямує до нуля. Позначається y′(x0)
або f ′(x0):

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
.

Механiчний змiст похiдної. Якщо s(t) — закон прямолiнiйного руху матерiальної точки,
то похiдна s′(t) є миттєвою швидкiстю точки в момент часу t.

Геометричний змiст похiдної. Значення похiдної f ′(x0) дорiвнює кутовому коефiцiєнту
(тангенсу кута нахилу) дотичної, проведеної до графiка функцiї y = f(x) у точцi з абсцисою
x0.

Таблиця похiдних основних елементарних функцiй:

• (C)′ = 0, де C — стала

• (xn)′ = nxn−1

• (sinx)′ = cosx

• (cosx)′ = − sinx

• (tanx)′ = 1
cos2 x

• (cotx)′ = − 1
sin2 x

• (ex)′ = ex

• (ax)′ = ax ln a

• (lnx)′ = 1
x

• (loga x)
′ = 1

x ln a
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Правила диференцiювання. Нехай u(x) та v(x) — диференцiйовнi функцiї.

1. Похiдна суми/рiзницi: (u± v)′ = u′ ± v′.

2. Похiдна добутку: (uv)′ = u′v + uv′.

3. Похiдна частки:
(
u
v

)′
= u′v−uv′

v2 .

4. Похiдна складеної функцiї (ланцюгове правило): Якщо y = f(u) i u = g(x), то y′(x) =
f ′(u) · g′(x).

Дослiдження функцiй за допомогою похiдної.

• Зростання та спадання: Якщо f ′(x) > 0 на iнтервалi, то функцiя f(x) зростає на
цьому iнтервалi. Якщо f ′(x) < 0, то функцiя спадає.

• Критичнi точки: Точки, в яких похiдна дорiвнює нулю або не iснує.

• Екстремуми: Якщо в критичнiй точцi похiдна змiнює знак з «+» на «-», це точка
локального максимуму. Якщо з «-» на «+», це точка локального мiнiмуму.

Диференцiал функцiї

На основi визначення похiдної та границi можна записати

y′(x0) = lim
∆x→0

∆y

∆x
=

∆y

∆x
− α(∆x),

де функцiя α(∆x) → 0 при ∆x → 0, а також

∆y = y′(x0)∆x+ α(∆x)∆x.

Тепер знаходимо прирiст функцiї у виглядi суми двох доданкiв

∆y = dy + α(∆x)∆x.

Перший доданок лiнiйно залежить вiд приросту аргументу й визначає головну частину при-
росту функцiї, якщо α(∆x)∆x → 0.

Головна лiнiйна частина приросту функцiї dy = f ′(x0)∆x називається диференцiалом
функцiї f(x) в точцi x0.

Геометричний змiст диференцiала — це прирiст ординати дотичної.
Диференцiал залежить i вiд значення аргументу, i вiд його приросту. Величину ∆x =

dx називають диференцiалом незалежної змiнної. Тому диференцiал визначають як добуток
похiдної на диференцiал аргументу:

dy = f ′(x)dx.

На основi такого визначення похiдна функцiї дорiвнює вiдношенню диференцiала функцiї до
диференцiала аргументу:

y′ =
dy

dx
.

Операцiя диференцiювання полягає в тому, щоб знайти похiдну або диференцiал. Функцiю
y = f(x) вважають диференцiйовною в точцi x0, якщо в цiй точцi iснує диференцiал функцiї.
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Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклади розв’язання задач

Задача 1. Кулеподiбна клiтина радiуса r, не змiнюючи своєї форми, безперервно збiльшується
в об’ємi. Визначити змiну об’єму клiтини, якщо її радiус збiльшився вiд r1 = 10−5 м до r2 =
1.01 · 10−5 м.

Рiшення. Об’єм кулi визначається за формулою

V =
4

3
πr3.

Шукану змiну об’єму одержимо, диференцiюючи це рiвняння

dV = 4πr2dr.

Пiдставляючи значення радiуса r = 10−5 м та dr = r2 − r1 = 0.01 · 10−5 м, маємо

dV = 4π(10−5)2 · (0.01 · 10−5) = 4π(10−10) · (10−7) = 4π · 10−17 м3.

Задачi для самоконтролю

1. Знайдiть диференцiали для наведених далi функцiй:

1. y = −3x2 + 5 (Правильна вiдповiдь: dy = −6xdx)

2. y = − cos(2x) + 5 (Правильна вiдповiдь: dy = 2 sin(2x)dx)

3. y = 2x (Правильна вiдповiдь: dy = 2x ln(2)dx)

4. y = x2 ln(x) (Правильна вiдповiдь: dy = (2x ln(x) + x)dx)

5. y = sin(x4) (Правильна вiдповiдь: dy = 4x3 cos(x4)dx)

2. Задачi:

1. Потужнiсть W , споживана легенями, та легенева вентиляцiя V пов’язанi спiввiдношен-
ням

W =
A

a
V 3,

де A та a - сталi. Знайти змiну потужностi dW , що супроводжує збiльшення легеневої
вентиляцiї dV .

2. Вiдомо, що приймання їжi або глюкози викликає вiдхилення цукру кровi вiд норми,
яке потiм лiквiдується системою вуглеводного обмiну. Залежнiсть мiж максимальним
вiдхиленням y рiвня цукру кровi вiд норми та дозою глюкози D має вигляд

y =
D

D0 +D
,

де D0 — стала. Визначити змiну dy у максимальному вiдхиленнi рiвня цукру кровi вiд
норми, якщо дозу глюкози збiльшити на dD.
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3. Гучнiсть звуку E залежить вiд iнтенсивностi звуку I так

E = k ln
I

I0
,

де k - коефiцiєнт пропорцiйностi, залежний вiд частоти, I0 - порiг чутностi на частотi 1
кГц. Визначити залежнiсть змiни гучностi dE вiд створюючої її змiни iнтенсивностi dI.

4. Загибель мiкроорганiзмiв при впливi на них високої температури описується формулою

R = R0(1− e−aT ),

де R - кiлькiсть знищених бактерiй, R0 - початкова їх кiлькiсть, a - константа. Визначи-
ти зв’язок мiж змiною кiлькостi знищених бактерiй dR та змiною температури dT , що
викликала її.

5. Гiдродинамiчний опiр X, що надається дiлянкою вени струму кровi, дорiвнює

X =
8ηl

πR4
,

де η - в’язкiсть кровi, l та R - довжина та радiус вени. Визначити змiну dX гiдродина-
мiчного опору, викликану змiною dR радiуса вени.

6. Iмпеданс Z дiлянки бiологiчної тканини дорiвнює

Z =

√
R2 +

1

(ωC)2
,

де R - активний опiр, C - ємнiсть, а ω - кругова частота. На скiльки змiниться iмпеданс,
якщо частоту збiльшити на dω.

7. Основна формула дифракцiйної решiтки

kλ = c sinϕ,

встановлює зв’язок мiж довжиною хвилi λ свiтла, що падає на решiтку, та кутом дифра-
кцiї ϕ. Константи c та k - перiод решiтки та порядок спектру. Знайти кутову дисперсiю
D решiтки, що визначається формулою

D =
dϕ

dλ
.

8. Iнтенсивнiсть поляризованого свiтла I, що вийшло з аналiзатора, залежить вiд кута α
мiж головними площинами поляризатора та аналiзатора за законом Малюса:

I = I0 cos
2 α,

де I0 - iнтенсивнiсть свiтла, що вийшло з поляризатора. Як вплине на iнтенсивнiсть
свiтла мала змiна кута dα?
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Контрольнi запитання

1. Означення похiдної, її механiчний та геометричний змiст.

2. Правила диференцiювання та таблиця похiдних.

3. Означення диференцiала аргументу та функцiї.

4. Геометричний змiст диференцiала.

5. Диференцiали елементарних функцiй.

6. Правила знаходження диференцiалiв (суми, добутку, частки, складеної функцiї).

7. Як записують похiдну через диференцiали.

8. Диференцiали вищих порядкiв.

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна
1. Грузєва Т. С., Лехан В. М., Огнєв В. А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:

Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л. Н., Прокопченко О.Є. Вища математика i статистика. Частина I: Ма-
тематичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв). — За-
порiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В. А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. — Жи-
томир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя ймо-
вiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова
1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В. О., Чалий О. В. Вища математика. —

Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.

2. Свердан П. Л. Бiометрiя. Теорiя наукових дослiджень: пiдручник. — Київ: Знання, 2010.
— 440 с.

3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В. О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014. —
464 с.

5



Практичне заняття № 2

Тема: Невизначений iнтеграл. Визначений iнтеграл

Мета: навчити здобувачiв свiдомо використовувати апарат iнтегрального числення при
вирiшеннi задач медико-бiологiчного профiлю, обчислювати первiснi, невизначенi та визначенi
iнтеграли, а також знаходити середнє значення функцiї.

Основнi поняття: первiсна функцiя, невизначений iнтеграл, визначений iнтеграл, гео-
метричний змiст iнтеграла, формула Ньютона-Лейбнiца, метод замiни змiнної, iнтегрування
частинами, середнє значення функцiї, кратнi та криволiнiйнi iнтеграли.

Змiст навчального матерiалу з даної теми

Невизначений iнтеграл

Функцiя F (x) називається первiсною для функцiї f(x), якщо F ′(x) = f(x). Сукупнiсть пер-
вiсних F (x) + C для даної функцiї f(x) називається невизначеним iнтегралом.∫

f(x)dx = F (x) + C

(читається: "невизначений iнтеграл еф вiд iкс де iкс").
Термiнологiя:

•
∫

- знак iнтеграла

• x - змiнна iнтегрування

• f(x) - пiдiнтегральна функцiя

• f(x)dx - пiдiнтегральний вираз

• C - стала iнтегрування.

Геометрично невизначений iнтеграл представляє собою сiм’ю кривих, рiвняння яких вiдрi-
зняються одне вiд одного сталим доданком С, i одержати їх можна паралельним перенесенням
вздовж осi ординат.

Основнi невизначенi iнтеграли:

•
∫
xndx = xn+1

n+1 + C, (n ̸= −1)

•
∫

dx
x = ln |x|+ C

•
∫
exdx = ex + C

•
∫
axdx = ax

ln a + C

•
∫
sin(x)dx = − cos(x) + C

•
∫
cos(x)dx = sin(x) + C
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•
∫

dx
cos2 x = tan(x) + C

•
∫

dx
sin2 x

= − cot(x) + C

Лiнiйнi властивостi операцiї iнтегрування можна виразити однiєю формулою∫
(af(x) + bg(x))dx = a

∫
f(x)dx+ b

∫
g(x)dx,

де a та b - довiльнi сталi множники.
Метод iнтегрування частинами На основi властивостей диференцiала добутку d(uv) =

udv + vdu можна одержати формулу iнтегрування частинами:∫
udv = uv −

∫
vdu.

Iнтегрування iз застосуванням цiєї формули називають методом iнтегрування частинами.

Переходячи вiд невизначеного iнтеграла до визначеного, ми переходимо вiд сiм’ї функцiй
до конкретного числового значення, що має важливий геометричний та фiзичний змiст.

Визначений iнтеграл

Фiгуру, обмежену лiнiями y = 0; y = f(x); x = a; x = b, називають криволiнiйною трапецiєю.
Площа цiєї фiгури є визначеним iнтегралом. З урахуванням позначень меж iнтервалу (нижньої
a та верхньої b) i функцiї f(x), визначений iнтеграл записують так:

S =

∫ b

a

f(x)dx

(читається: "визначений iнтеграл вiд a до b еф вiд iкс де iкс").
Термiнологiя:

• a - нижня межа iнтегрування

• b - верхня межа iнтегрування

• [a, b] - область iнтегрування.

Якщо для пiдiнтегральної функцiї f(x) вiдома первiсна функцiя F (x), то визначений iнте-
грал обчислюється за формулою Ньютона-Лейбнiца:∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Визначеним iнтегралом в межах вiд a до b вiд неперервної на промiжку [a, b] функцiї f(x) є
прирiст первiсної F (x) вiдносно меж iнтегрування.

Визначений iнтеграл застосовують, зокрема, для обчислення середнього значення f̄
функцiї f(x) на iнтервалi [a, b]:

f̄ =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.

Властивостi визначеного iнтеграла
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1.
∫ b

a
c · f(x)dx = c

∫ b

a
f(x)dx.

2.
∫ b

a
(f(x)± g(x))dx =

∫ b

a
f(x)dx±

∫ b

a
g(x)dx.

3.
∫ a

a
f(x)dx = 0.

4.
∫ b

a
f(x)dx = −

∫ a

b
f(x)dx.

5.
∫ c

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx+

∫ c

b
f(x)dx, для a < b < c.

Кратнi та криволiнiйнi iнтеграли

Поняття визначеного iнтеграла може бути узагальнено. Якщо за область iнтегрування взяти:

• дiлянку кривої, одержимо криволiнiйний iнтеграл;

• деяку плоску поверхню, одержимо подвiйний iнтеграл;

• частину простору, одержимо потрiйний iнтеграл;

• частину кривої поверхнi, одержимо поверхневий iнтеграл.

Цi iнтеграли широко використовуються у фiзицi та бiофiзицi для опису потокiв, роботи поля,
маси об’єктiв тощо.

Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклади розв’язання задач

Задача 1 (замiна змiнної). Обчислити iнтеграл
∫
cos(x) sin(x)dx. Спробуємо перетворити

iнтеграл у табличний за допомогою замiни змiнної t = sin(x). Знаходимо диференцiал: dt =
(sin(x))′dx = cos(x)dx. Пiдставимо в iнтеграл:∫

sin(x) cos(x)dx︸ ︷︷ ︸
dt

=

∫
tdt =

t2

2
+ C.

Повертаємось до змiнної x: ∫
cos(x) sin(x)dx =

sin2(x)

2
+ C.

Задача 2 (iнтегрування частинами). Обчислити
∫
xexdx. Приймемо u = x, dv = exdx.

Тодi du = dx, v =
∫
exdx = ex. Застосовуємо формулу

∫
udv = uv −

∫
vdu:∫

xexdx = xex −
∫

exdx = xex − ex + C = ex(x− 1) + C.

Задача 3. Реакцiя на визначену дозу лiкiв через t годин пiсля її приймання задається
величиною r(t) = te−t2 . Знайдiть величину сумарної реакцiї на задану дозу лiкiв за весь час
дiї.
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Розв’язок. Сумарна реакцiя R визначається iнтегралом вiд t = 0 до t → ∞:

R =

∫ ∞

0

te−t2dt.

Зробимо замiну змiнної: u = −t2. Тодi du = −2tdt, звiдки tdt = − 1
2du. Змiнимо межi iнтегру-

вання: якщо t = 0, то u = 0; якщо t → ∞, то u → −∞.

R =

∫ −∞

0

eu
(
−1

2
du

)
=

1

2

∫ 0

−∞
eudu =

1

2
[eu]0−∞ =

1

2
(e0 − lim

u→−∞
eu) =

1

2
(1− 0) = 0.5.

Отже, сумарна реакцiя на задану дозу лiкiв становить 0,5 умовних одиниць.

Задачi для самоконтролю

1. Знайдiть первiснi функцiї для наведених далi функцiй:

• y = 3x2 − 2x+ 5 (Правильна вiдповiдь: F (x) = x3 − x2 + 5x)

• u = −4 cos(x) (Правильна вiдповiдь: F (x) = −4 sin(x))

• y = 2x ln(2) (Правильна вiдповiдь: F (x) = 2x)

• y = 7ex (Правильна вiдповiдь: F (x) = 7ex)

2. Знайдiть невизначенi iнтеграли:

1.
∫
(2x+ 1)4dx (Правильна вiдповiдь: (2x+1)5

10 + C)

2.
∫
tan(x)dx (Правильна вiдповiдь: − ln | cos(x)|+ C)

3.
∫

dx
1+cos(2x) (Правильна вiдповiдь: 1

2 tan(x) + C)

4.
∫
2 sin(x) cos(x)dx (Правильна вiдповiдь: sin2(x) + C або − 1

2 cos(2x) + C ′)

5.
∫
cot(x)dx (Правильна вiдповiдь: ln | sin(x)|+ C)

6.
∫
xex

2

dx (Правильна вiдповiдь: 1
2e

x2

+ C)

7.
∫ ln(x)

x dx (Правильна вiдповiдь: 1
2 ln

2(x) + C)

8.
∫
sin(2x)dx (Правильна вiдповiдь: − 1

2 cos(2x) + C)

3. Обчислiть визначенi iнтеграли:

1.
∫ 1

0
xdx (Правильна вiдповiдь: 0.5)

2.
∫ 2

1
dx
x (Правильна вiдповiдь: ln(2))

3.
∫ π

0
sin(x)dx (Правильна вiдповiдь: 2)

4.
∫ π/2

−π/2
cos(x)dx (Правильна вiдповiдь: 2)
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5.
∫ e

1
dx
x (Правильна вiдповiдь: 1)

6.
∫ 1

0
exdx (Правильна вiдповiдь: e− 1)

7.
∫ 1

0
dx

1+x2 (Правильна вiдповiдь: π/4)

8.
∫ π/2

0
sin(x) cos(x)dx (Правильна вiдповiдь: 0.5)

4. Задача:

1. Визначити середнє значення об’ємної густини енергiї магнiтного поля апарату iндукто-
термiї w = w0 sin

2(ωt) за перiод T = 2π/ω.

Контрольнi запитання

1. Означення первiсної функцiї; означення невизначеного iнтеграла.

2. Геометричний змiст невизначеного iнтеграла.

3. Основнi методи iнтегрування: замiна змiнної, iнтегрування частинами.

4. Означення визначеного iнтеграла та його геометричний змiст.

5. Властивостi визначеного iнтеграла.

6. Формула Ньютона-Лейбнiца.

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна
1. Грузєва Т. С., Лехан В. М., Огнєв В. А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:

Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л. Н., Прокопченко О.Є. Вища математика i статистика. Частина I: Ма-
тематичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв). — За-
порiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В. А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. — Жи-
томир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя ймо-
вiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова
1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В. О., Чалий О. В. Вища математика. —

Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.

2. Свердан П. Л. Бiометрiя. Теорiя наукових дослiджень: пiдручник. — Київ: Знання, 2010.
— 440 с.

10



3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В. О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014. —
464 с.
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Практичне заняття № 3

Тема: Застосування диференцiальних рiвнянь

Мета: навчити здобувачiв свiдомо використовувати апарат диференцiальних рiвнянь для
розв’язання задач медико-бiологiчного профiлю, описувати зв’язки мiж величинами та аналi-
зувати моделi, побудованi на основi диференцiальних рiвнянь.

Основнi поняття: диференцiальне рiвняння, порядок рiвняння, загальний та частинний
розв’язок, рiвняння з роздiлюваними змiнними, лiнiйнi диференцiальнi рiвняння, системи ди-
ференцiальних рiвнянь, моделювання медико-бiологiчних процесiв.

Змiст навчального матерiалу з даної теми

Основнi поняття диференцiальних рiвнянь

Диференцiальним рiвнянням називають рiвняння, яке мiстить незалежну змiнну, шукану
функцiю та її похiднi:

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0.

Порядок диференцiального рiвняння визначається найвищим порядком похiдної у цьому рiв-
няннi. Якщо шукана функцiя залежить вiд однiєї змiнної, рiвняння називається звичайним.
Якщо вiд кiлькох — рiвнянням у частинних похiдних.

Загальним розв’язком диференцiального рiвняння порядку n називається функцiя y =
ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn), яка мiстить n довiльних сталих i при пiдстановцi у рiвняння перетворює
його на тотожнiсть. Частинним розв’язком називається функцiя, одержана з загального
розв’язку при фiксованих значеннях сталих.

Типи диференцiальних рiвнянь

Рiвняння з роздiлюваними змiнними має вигляд

M(x)dx+N(y)dy = 0.

Для розв’язання цих рiвнянь необхiдно роздiлити змiннi, а потiм проiнтегрувати.
Лiнiйне диференцiальне рiвняння першого порядку має вигляд:

y′ + p(x)y = q(x).

Якщо q(x) = 0, рiвняння є однорiдним.
Лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку зi сталими коефiцiєнтами

має вигляд:
y′′ + py′ + qy = f(x).

Якщо f(x) = 0, рiвняння є однорiдним. Для його розв’язання складають характеристичне
рiвняння k2 + pk + q = 0. Залежно вiд його коренiв (k1, k2) загальний розв’язок має вигляд:

1. k1 ̸= k2 (дiйснi): y = C1e
k1x + C2e

k2x.

2. k1 = k2 = k (дiйснi): y = (C1 + C2x)e
kx.

12



3. k1,2 = α± iβ (комплекснi): y = eαx(C1 cos(βx) + C2 sin(βx)).

Системи диференцiальних рiвнянь використовуються, коли невiдомих функцiй бiльше
нiж одна. На практицi часто зустрiчаються системи рiвнянь першого порядку:

y′1 = f1(x, y1, y2, . . . , yn)

y′2 = f2(x, y1, y2, . . . , yn)

. . .

y′n = fn(x, y1, y2, . . . , yn)

Застосування диференцiальних рiвнянь у моделюваннi

При вивченнi процесiв взаємодiї бiологiчно активних речовин з органiзмом широко викори-
стовують фармакокiнетичнi моделi, побудованi з використанням диференцiальних рiвнянь.

Приклад 1. Рiвняння Юнга-Кортевега ∂2R
∂t2 = v2 ∂2R

∂x2 описує процес розповсюдження пуль-
сової хвилi по аортi. Це диференцiальне рiвняння у частинних похiдних другого порядку.

Приклад 2. Рiвняння ∂V
∂t = r

2RaCm

∂2V
∂x2 − 1

RmCm
V описує розповсюдження по нервовому

волокну бiопотенцiалу дiї V . Це також диференцiальне рiвняння у частинних похiдних другого
порядку.

Приклад 3. Математична модель динамiки запалювального процесу iнфекцiйної етiологiї
описується рiвнянням ∂n

∂t = D ∂2n
∂x2 + αn − βn2, де n - чисельнiсть популяцiї патогенних мi-

кроорганiзмiв, D - коефiцiєнт дифузiї, α - коефiцiєнт швидкостi розмноження, β - коефiцiєнт
iмунної активностi.

Приклад 4. Модель Роутона описує нестацiонарну дифузiю кисню у шар гемоглобiну
рiвнянням ∂p

∂t = D
s

∂2p
∂x2 − k

s py, де p - парцiальний тиск кисню.
Приклад 5. Розподiл частоти мутантного гену визначається розв’язком рiвняння ∂u

∂t =

k ∂2u
∂x2 +mu(1− u), де u - частота гену.

Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклади розв’язання задач

Задача 1. Стiк кровi до периферiї пiд час дiастоли описується диференцiальним рiвнянням
dp
dt = − p

kX , де k - еластичнiсть стiнок судин, p - тиск кровi, X - гiдравлiчний опiр, t - час.
Визначити залежнiсть тиску вiд часу, якщо в момент t = 0 тиск дорiвнює p0. Розв’язання. Це
рiвняння з роздiлюваними змiнними. Роздiлимо їх:

dp

p
= − dt

kX
.

Iнтегруючи, одержимо ln |p| = − t
kX + C. Потенцiюючи, p = eCe−t/(kX). З початкової умови

p(0) = p0 знаходимо eC = p0. Отже, шуканий частинний розв’язок має вигляд:

p(t) = p0e
−t/(kX).
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Задачi для самоконтролю

1. Знайдiть загальнi розв’язки або iнтеграли рiвнянь:

1. 2xdx+ 2ydy = 0 (Правильна вiдповiдь: x2 + y2 = C)

2. ydx− xdy = 0 (Правильна вiдповiдь: y = Cx)

3. dy + ydx = 0 (Правильна вiдповiдь: y = Ce−x)

4. sin(x)dx− 2ydy = 0 (Правильна вiдповiдь: y2 = − cos(x) + C)

2. Знайдiть загальнi iнтеграли систем диференцiальних рiвнянь:

1.

{
dx
dt = 2x+ 3y
dy
dt = 4x− 2y

(Правильна вiдповiдь:

{
x = 3C1e

4t + C2e
−4t

y = 2C1e
4t − 2C2e

−4t
)

2.

{
dx
dt = y
dy
dt = −x

(Правильна вiдповiдь:

{
x = C1 cos(t) + C2 sin(t)

y = −C1 sin(t) + C2 cos(t)
)

3. Задачi:

1. Зменшення числа радiоактивних ядер N за час dt визначається законом радiоактивного
розпаду: dN = −λNdt. Знайти iнтегральну форму закону.

2. При безперервному внутрiшньосудинному введеннi препарату зi швидкiстю q змiна його
кiлькостi m у кровi описується рiвнянням dm

dt = q − km (k - стала виведення). Знайти
залежнiсть m(t), якщо m(0) = 0.

Контрольнi запитання

1. Якi рiвняння називаються диференцiальними?

2. Порядок диференцiального рiвняння.

3. Загальний та частинний розв’язки диференцiального рiвняння.

4. Диференцiальнi рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

5. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння першого та другого порядку.

6. Що називають системою диференцiальних рiвнянь?

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна
1. Грузєва Т. С., Лехан В. М., Огнєв В. А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:

Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л. Н., Прокопченко О.Є. Вища математика i статистика. Частина I: Ма-
тематичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв). — За-
порiжжя, 2019. — 118 с.
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3. Болух В. А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. — Жи-
томир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя ймо-
вiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова
1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В. О., Чалий О. В. Вища математика. —

Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.

2. Свердан П. Л. Бiометрiя. Теорiя наукових дослiджень: пiдручник. — Київ: Знання, 2010.
— 440 с.

3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В. О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014. —
464 с.
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Практичне заняття № 4

Тема: Випадковi величини

Мета: навчити здобувачiв свiдомо використовувати теорiю ймовiрностей при вирiшеннi
задач медико-бiологiчного профiлю, зокрема, обчислювати ймовiрностi випадкових медичних
подiй та описувати зв’язки мiж випадковими величинами.

Основнi поняття: випадкова подiя, вiдносна частота, ймовiрнiсть, несумiснi та сумiснi по-
дiї, незалежнi та залежнi подiї, теореми складання та множення ймовiрностей, формула повної
ймовiрностi, теорема Байєса, дискретна та неперервна випадкова величина, закон розподiлу,
ряд та многокутник розподiлу.

Змiст навчального матерiалу з даної теми

Основнi поняття теорiї ймовiрностей

Описом статистичних закономiрностей, їх вивченням та кiлькiсною оцiнкою займається теорiя
ймовiрностей. Випадкова подiя — це результат спостереження, який за певних умов може
вiдбутися або не вiдбутися. Характеристикою подiї є її вiдносна частота W (A) = m

n , де
m — число реалiзацiй подiї A у серiї з n випробувань. Бiльш точною характеристикою є
ймовiрнiсть P (A) = limn→∞ W (A).

Теореми теорiї ймовiрностей:

• Складання ймовiрностей (несумiснi подiї): P (A+B) = P (A) + P (B).

• Складання ймовiрностей (сумiснi подiї): P (A+B) = P (A) + P (B)− P (AB).

• Множення ймовiрностей (незалежнi подiї): P (AB) = P (A) · P (B).

• Множення ймовiрностей (залежнi подiї): P (AB) = P (A)·P (B|A), де P (B|A) — умовна
ймовiрнiсть.

• Формула повної ймовiрностi: P (A) =
∑n

i=1 P (Hi)P (A|Hi), де Hi — повна система
гiпотез.

• Теорема Байєса: P (Hk|A) = P (Hk)P (A|Hk)
P (A) .

Випадковi величини та їх характеристики

Для кiлькiсного опису результатiв випробувань застосовують випадковi величини. Розрi-
зняють:

• дискретнi випадковi величини, якi набувають лише окремих, iзольованих значень;

• неперервнi випадковi величини, що набувають будь-якi значення усерединi деякого
iнтервалу.

Випадкова величина вважається заданою, якщо вiдомий її закон розподiлу — спiввiдношен-
ня мiж можливими значеннями та вiдповiдними їм iмовiрностями. Розподiл може бути задано
у виглядi таблицi (ряд розподiлу), функцiї розподiлу або щiльностi розподiлу.

Ряд розподiлу для дискретної випадкової величини:
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X x1 x2 . . . xn

p p1 p2 . . . pn

Умова нормування:
∑n

i=1 pi = 1. Графiчне зображення ряду розподiлу — многокутник роз-
подiлу.

Числовi характеристики випадкової величини:

1. Мiри положення центру розподiлу:

• Математичне сподiвання: M(X) =
∑

xipi (для дискретних).

• Медiана (Me): значення, що дiлить розподiл навпiл.

• Мода (Mo): значення з найбiльшою ймовiрнiстю.

2. Мiри варiабельностi:

• Дисперсiя: D(X) = M [(X −M(X))2] =
∑

(xi −M(X))2pi.

• Стандартне вiдхилення: σ(X) =
√

D(X).

• Коефiцiєнт варiацiї: C.V. = σ(X)
|M(X)| · 100%.

Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклади розв’язання задач

Приклад 1. Iмовiрнiсть вилiкування деякого захворювання при своєчасному звертаннi до
лiкаря дорiвнює 0.7 (P (B|A)), а ймовiрнiсть своєчасного звертання — 0.5 (P (A)). Яка ймовiр-
нiсть успiшного виходу лiкування? Розв’язок. Подiї залежнi. Шукаємо ймовiрнiсть сумiсної
появи двох подiй P (AB). Використовуємо теорему множення ймовiрностей для залежних по-
дiй:

P (AB) = P (A) · P (B|A) = 0.5 · 0.7 = 0.35.

Отже, ймовiрнiсть успiшного виходу лiкування становить 35%.

Задачi для самоконтролю

1. Здобувачу запропоновано тест, у якому необхiдно вибрати єдину правильну вiдповiдь з
5 варiантiв. Визначити ймовiрнiсть правильного вибору вiдповiдi непiдготовленим здо-
бувачем. (Правильна вiдповiдь: 1/5 = 0.2 або 20%).

2. Нехай iмовiрностi двох деяких захворювань та дорiвнюють вiдповiдно P (A) = 0.15 та
P (B) = 0.05 i, бiльш того, можлива наявнiсть обох захворювань у однiєї й тiєї ж людини
з iмовiрнiстю P (AB) = 0.1. Визначити ймовiрнiсть того, що у хворого одна з цих хвороб
(байдуже, яка cаме), тобто P (A + B). Пiдказка: Подiї сумiснi. (Правильна вiдповiдь:
P (A+B) = P (A) + P (B)− P (AB) = 0.15 + 0.05− 0.1 = 0.1 або 10%).
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Контрольнi запитання

1. Вiдносна частота та ймовiрнiсть випадкової подiї.

2. Теореми складання та множення ймовiрностей.

3. Формула повної ймовiрностi та теорема Байєса.

4. Випадковi величини: дискретнi та неперервнi.

5. Ряд розподiлу та многокутник розподiлу.

6. Мiри положення центру розподiлу та мiри варiабельностi.

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна
1. Грузєва Т. С., Лехан В. М., Огнєв В. А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:

Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л. Н., Прокопченко О.Є. Вища математика i статистика. Частина I: Ма-
тематичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв). — За-
порiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В. А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. — Жи-
томир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя ймо-
вiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова
1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В. О., Чалий О. В. Вища математика. —

Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.

2. Свердан П. Л. Бiометрiя. Теорiя наукових дослiджень: пiдручник. — Київ: Знання, 2010.
— 440 с.

3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В. О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014. —
464 с.
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Практичне заняття № 5

Тема: Функцiя розподiлу ймовiрностей

Мета: навчити здобувачiв використовувати функцiю розподiлу для опису та аналiзу ви-
падкових величин, обчислювати ймовiрностi та знаходити числовi характеристики, такi як
медiана та квантилi.

Основнi поняття: дискретна та неперервна випадкова величина, закон розподiлу, функцiя
розподiлу, медiана, квантиль, квартиль, мiжквартильний розмах.

Змiст навчального матерiалу з даної теми
Найбiльш загальною формою задання закону розподiлу є функцiя розподiлу F (x), яка
визначає ймовiрнiсть того, що випадкова величина X набуде значення, меншого за x:

F (x) = P (X < x).

Функцiя розподiлу застосовується як для дискретних, так i для неперервних випадкових ве-
личин.

Властивостi функцiї розподiлу:

1. 0 ≤ F (x) ≤ 1.

2. F (x) є неспадною функцiєю, тобто якщо x2 > x1, то F (x2) ≥ F (x1).

3. limx→−∞ F (x) = 0 та limx→+∞ F (x) = 1.

4. Ймовiрнiсть того, що випадкова величина потрапить в iнтервал [a, b), дорiвнює P (a ≤
X < b) = F (b)− F (a).

Для дискретної випадкової величини, заданої рядом розподiлу, функцiя розподiлу має схiд-
частий вигляд i обчислюється як F (x) =

∑
xi<x pi.

Квантиль рiвня p (або p-квантиль) — це значення xp, для якого F (xp) = p.

• Медiана (Me) — це квантиль рiвня 0.5, тобто F (Me) = 0.5.

• Квартилi — значення, що дiлять розподiл на чотири рiвнi частини:

– Перший квартиль (Q1) — 0.25-квантиль.

– Другий квартиль (Q2) — медiана, 0.5-квантиль.

– Третiй квартиль (Q3) — 0.75-квантиль.

• Мiжквартильний розмах — це рiзниця IQR = Q3 −Q1.
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Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклади розв’язання задач

Приклад 1. Закон розподiлу дискретної випадкової величини задано таблицею:

X 1 2 3 4 5
p 0.1 0.2 0.4 0.2 0.1

• Мода: Mo = 3, оскiльки це значення має найбiльшу ймовiрнiсть 0.4.

• Медiана: Знайдемо функцiю розподiлу: F (1) = 0, F (2) = 0.1, F (3) = 0.1 + 0.2 = 0.3,
F (4) = 0.3+0.4 = 0.7. Оскiльки F (3) = 0.3 < 0.5 та F (4) = 0.7 > 0.5, медiаною є значення
Me = 3.

• Математичне сподiвання: M(X) = 1(0.1)+2(0.2)+3(0.4)+4(0.2)+5(0.1) = 0.1+0.4+
1.2 + 0.8 + 0.5 = 3.

• Дисперсiя: D(X) = (1−3)2(0.1)+(2−3)2(0.2)+(3−3)2(0.4)+(4−3)2(0.2)+(5−3)2(0.1) =
4(0.1) + 1(0.2) + 0 + 1(0.2) + 4(0.1) = 0.4 + 0.2 + 0.2 + 0.4 = 1.2.

• Стандартне вiдхилення: σ(X) =
√
1.2 ≈ 1.095.

Задачi для самоконтролю

Задача 1. Закон розподiлу випадкової величини задано таблицею.

X 1 2 3 4 5
p 0.05 0.25 0.4 0.25 0.05

Знайдiть моду, медiану, математичне сподiвання та дисперсiю.

Контрольнi запитання

1. Що таке функцiя розподiлу та якi її властивостi?

2. Як знайти ймовiрнiсть влучення випадкової величини в iнтервал, використовуючи фун-
кцiю розподiлу?

3. Що таке квантиль, квартиль, медiана?

4. Що таке мiжквартильний розмах?

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна
1. Грузєва Т. С., Лехан В. М., Огнєв В. А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:

Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л. Н., Прокопченко О.Є. Вища математика i статистика. Частина I: Ма-
тематичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв). — За-
порiжжя, 2019. — 118 с.
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3. Болух В. А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. — Жи-
томир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя ймо-
вiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова
1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В. О., Чалий О. В. Вища математика. —

Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.

2. Свердан П. Л. Бiометрiя. Теорiя наукових дослiджень: пiдручник. — Київ: Знання, 2010.
— 440 с.

3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В. О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014. —
464 с.
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Практичне заняття № 6

Тема: Функцiя щiльностi розподiлу

Мета: навчити здобувачiв використовувати функцiю щiльностi розподiлу для опису непе-
рервних випадкових величин, обчислювати ймовiрностi та числовi характеристики.

Основнi поняття: неперервна випадкова величина, закон розподiлу, функцiя щiльностi
розподiлу, крива розподiлу, мода, математичне сподiвання, дисперсiя.

Змiст навчального матерiалу з даної теми
Для неперервної випадкової величини закон розподiлу зручно задавати за допомогою фун-
кцiї щiльностi розподiлу ймовiрностей f(x), що дорiвнює першiй похiднiй вiд функцiї
розподiлу F (x):

f(x) = F ′(x).

Графiк функцiї щiльностi f(x) називають кривою розподiлу. Значення неперервної випад-
кової величини, при якому крива розподiлу має максимум, зветься модою.

Властивостi функцiї щiльностi:

1. f(x) ≥ 0.

2. Умова нормування: площа пiд кривою розподiлу дорiвнює 1.∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1.

Функцiя розподiлу F (x) виражається через f(x) за допомогою iнтеграла:

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

Ймовiрнiсть того, що випадкова величина потрапить в iнтервал [a, b], обчислюється як:

P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

f(x)dx.

Математичне сподiвання та дисперсiя неперервної випадкової величини обчислюють за фор-
мулами:

M(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx,

D(X) =

∫ ∞

−∞
(x−M(X))2f(x)dx =

∫ ∞

−∞
x2f(x)dx− (M(X))2.
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Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклади розв’язання задач

Приклад 1. Графiк функцiї щiльностi розподiлу вiдповiдає пiвколу з центром у точцi (0, 0)
та радiусом R, розташованому над вiссю абсцис. Чому дорiвнює радiус? Розв’язок. З умови
нормування, площа пiд кривою щiльностi має дорiвнювати 1. Площа пiвкола S = 1

2πR
2.

1

2
πR2 = 1 =⇒ R2 =

2

π
=⇒ R =

√
2

π
.

Задачi для самоконтролю

1. Графiк функцiї щiльностi розподiлу вiдповiдає пiвколу з центром у (0,0) та радiусом
R =

√
2/π. Знайдiть аналiтичний вираз для функцiї щiльностi розподiлу f(x).

2. Для розподiлу з попередньої задачi знайдiть медiану, моду та математичне сподiвання.
(Пiдказка: використайте симетрiю графiка).

Контрольнi запитання

1. Що таке функцiя щiльностi розподiлу i якi її властивостi?

2. Як знайти моду, математичне сподiвання та дисперсiю за функцiєю щiльностi?

3. Як пов’язанi функцiя розподiлу та функцiя щiльностi?

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна
1. Грузєва Т. С., Лехан В. М., Огнєв В. А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:

Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л. Н., Прокопченко О.Є. Вища математика i статистика. Частина I: Ма-
тематичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв). — За-
порiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В. А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. — Жи-
томир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя ймо-
вiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова
1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В. О., Чалий О. В. Вища математика. —

Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.

2. Свердан П. Л. Бiометрiя. Теорiя наукових дослiджень: пiдручник. — Київ: Знання, 2010.
— 440 с.
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3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В. О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014. —
464 с.
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Практичне заняття № 7

Тема: Дискретнi розподiли ймовiрностей

Мета: ознайомити здобувачiв з основними законами розподiлу дискретних випадкових
величин (бiномiальним, Пуассона та iншими), що часто зустрiчаються в медико-бiологiчних
задачах.

Основнi поняття: полiномiальний розподiл, бiномiальний розподiл, негативний бiномi-
альний розподiл, геометричний розподiл, розподiл Пуассона.

Змiст навчального матерiалу з даної теми
До числа розподiлiв дискретної випадкової величини, що зустрiчаються найчастiше у медицинi
та бiологiї, належать:

• Бiномiальний розподiл: ймовiрнiсть того, що у n незалежних випробуваннях подiя з
ймовiрнiстю p вiдбудеться рiвно m разiв.

Pn(m) = Cm
n pm(1− p)n−m, де Cm

n =
n!

m!(n−m)!
.

M(X) = np, D(X) = np(1− p).

• Розподiл Пуассона: ймовiрнiсть появи m рiдкiсних подiй за певний промiжок, якщо
середня кiлькiсть таких подiй дорiвнює λ.

Pm =
λm

m!
e−λ.

M(X) = λ, D(X) = λ.

• Геометричний розподiл: ймовiрнiсть того, що перший успiх (з ймовiрнiстю p) вiдбу-
деться у n-му випробуваннi.

P (n) = (1− p)n−1p.

M(X) = 1/p, D(X) = (1− p)/p2.

• Негативний бiномiальний розподiл: ймовiрнiсть того, що для отримання m успiхiв
знадобиться рiвно n випробувань.

P (n) = Cm−1
n−1 pm(1− p)n−m.

M(X) = m/p, D(X) = m(1− p)/p2.

• Полiномiальний розподiл: узагальнення бiномiального, коли у випробуваннi можли-
вi k наслiдкiв з ймовiрностями p1, . . . , pk. Ймовiрнiсть того, що у n випробуваннях i-й
наслiдок трапиться mi разiв (

∑
mi = n):

P (m1, . . . ,mk) =
n!

m1! . . .mk!
pm1
1 . . . pmk

k .

M(Xi) = npi, D(Xi) = npi(1− pi).
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Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклади розв’язання задач

Приклад 1. Поява колонiї мiкроорганiзмiв даного виду в певних умовах оцiнюється ймовiр-
нiстю p = 0.7. В експериментi у 6 пробах виявили 4 колонiї. Визначити ймовiрнiсть цiєї подiї.
Розв’язок. Використовуємо бiномiальний розподiл при n = 6,m = 4, p = 0.7:

P6(4) = C4
6 (0.7)

4(1− 0.7)6−4 =
6!

4!2!
(0.7)4(0.3)2 = 15 · (0.2401) · (0.09) ≈ 0.324.

Ймовiрнiсть цiєї подiї становить близько 32.4%.
Приклад 2. Деяке захворювання зустрiчається у 10% популяцiї (p = 0.1). Визначити

ймовiрнiсть того, що 3-iй випадок захворювання (m = 3) буде виявлений при оглядi 5-ого
обстежуваного (n = 5). Розв’язок. Використовуємо негативний бiномiальний розподiл.

P (5) = C3−1
5−1 (0.1)

3(1− 0.1)5−3 = C2
4 (0.1)

3(0.9)2 = 6 · (0.001) · (0.81) = 0.00486.

Ймовiрнiсть цiєї подiї становить близько 0.5%.

Задачi для самоконтролю

1. Поява колонiї мiкроорганiзмiв даного виду в певних умовах оцiнюється ймовiрнiстю p =
0.4. В експериментi у 4 пробах виявили 2 колонiї. Визначити ймовiрнiсть цiєї подiї.

Контрольнi запитання

1. У яких випадках застосовується бiномiальний розподiл, а в яких — розподiл Пуассона?

2. Коли бiномiальний розподiл можна наблизити розподiлом Пуассона?

3. Чим вiдрiзняється геометричний розподiл вiд негативного бiномiального?

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна
1. Грузєва Т. С., Лехан В. М., Огнєв В. А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:
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тематичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв). — За-
порiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В. А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. — Жи-
томир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя ймо-
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Практичне заняття № 8

Тема: Неперервнi розподiли ймовiрностей

Мета: ознайомити здобувачiв з основними законами розподiлу неперервних випадкових
величин (рiвномiрним, експонентним, нормальним), що широко використовуються для моде-
лювання медико-бiологiчних даних.

Основнi поняття: рiвномiрний розподiл, експонентний розподiл, нормальний розподiл,
стандартизований нормальний розподiл.

Змiст навчального матерiалу з даної теми
До числа розподiлiв неперервної випадкової величини, що зустрiчаються найчастiше, вiднося-
ться:

• Рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [a, b]: щiльнiсть ймовiрностi стала на цьому вiдрiзку
i дорiвнює нулю поза ним.

f(x) =

{
1

b−a , x ∈ [a, b]

0, x /∈ [a, b]

M(X) = a+b
2 , D(X) = (b−a)2

12 .

• Експонентний (показниковий) розподiл з параметром λ > 0: описує час до настання
деякої подiї (напр., час безвiдмовної роботи приладу).

f(x) =

{
λe−λx, x ≥ 0

0, x < 0

M(X) = 1/λ, D(X) = 1/λ2.

• Нормальний розподiл з параметрами µ (мат. сподiвання) i σ2 (дисперсiя), N(µ, σ2):

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−µ)2

2σ2 .

Крива розподiлу симетрична вiдносно x = µ. Якщо µ = 0 i σ = 1, розподiл називається
стандартизованим нормальним розподiлом N(0, 1).

Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклади розв’язання задач

Приклад 1. Вважається, що вакцина формує iмунiтет проти полiомiєлiту у 99.99% випадкiв.
Припустимо, що вакцинувалось 10000 чоловiк. Яке очiкуване число людей, що не набули iмунi-
тету? Яка ймовiрнiсть того, що iмунiтет не набули 3 людини? Розв’язок. Ймовiрнiсть не набути
iмунiтет p = 1−0.9999 = 0.0001. Оскiльки p дуже мала, а n = 10000 велике, використовуємо на-
ближення розподiлом Пуассона. Очiкуване число (iнтенсивнiсть): λ = np = 10000 · 0.0001 = 1.
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Отже, в середньому очiкується, що одна людина не набуде iмунiтету. Ймовiрнiсть того, що
iмунiтет не набули рiвно 3 людини (m = 3):

P3 =
λm

m!
e−λ =

13

3!
e−1 =

1

6
e−1 ≈ 0.3678

6
≈ 0.0613.

Ймовiрнiсть цiєї подiї становить близько 6.13%.

Контрольнi запитання

1. Якi процеси описує експонентний розподiл? Наведiть приклади.

2. Якi основнi властивостi нормального розподiлу?

3. Що таке стандартизований нормальний розподiл i для чого вiн використовується?

Перелiк навчально-методичної лiтератури
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Практичне заняття № 9

Тема: Розподiли статистик вибiрки

Мета: ознайомити здобувачiв з розподiлами, яким пiдпорядковуються вибiрковi статисти-
ки (хi-квадрат, Стьюдента, Фiшера-Снедекора), що є основою для побудови довiрчих iнтерва-
лiв та перевiрки гiпотез.

Основнi поняття: розподiл хi-квадрат (χ2), розподiл Стьюдента (t-розподiл), розподiл
Фiшера-Снедекора (F-розподiл), ступенi свободи.

Змiст навчального матерiалу з даної теми

Розподiли, що використовуються у статистицi

• Розподiл χ2 (хi-квадрат): Якщо Z1, . . . , Zν — незалежнi випадковi величини зi стан-
дартним нормальним розподiлом N(0, 1), то сума їх квадратiв Y =

∑ν
i=1 Z

2
i пiдпоряд-

ковується χ2-розподiлу з ν ступенями свободи. M(Y ) = ν, D(Y ) = 2ν. Цей розподiл
використовується для аналiзу вибiркових дисперсiй та у критерiях узгодженостi.

• Розподiл Стьюдента (t-розподiл): Якщо Z ∼ N(0, 1) та Y ∼ χ2(ν) є незалежними,
то величина T = Z√

Y/ν
пiдпорядковується t-розподiлу з ν ступенями свободи. M(T ) = 0

(при ν > 1), D(T ) = ν
ν−2 (при ν > 2). Використовується для оцiнки математичного

сподiвання при невiдомiй дисперсiї. При ν → ∞ t-розподiл прямує до нормального.

• Розподiл Фiшера-Снедекора (F-розподiл): Якщо Y1 ∼ χ2(ν1) та Y2 ∼ χ2(ν2) є неза-
лежними, то вiдношення F = Y1/ν1

Y2/ν2
пiдпорядковується F-розподiлу з (ν1, ν2) ступенями

свободи. Використовується для порiвняння дисперсiй двох вибiрок.

Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклади розв’язання задач

Приклад 1. Дев’ять вимiрювань концентрацiї розчину у вiдсотках дали такi результати:
1.27; 1.29; 1.20; 1.19; 1.33; 1.09; 1.31; 1.24; 1.21. Визначити довiрчий iнтервал для середньої
концентрацiї розчину при надiйностi 90%.

Розв’язок.

1. Обсяг вибiрки: n = 9.

2. Вибiркове середнє: x̄ = 1
9 (1.27 + · · ·+ 1.21) = 11.13

9 ≈ 1.237.

3. Вибiркове стандартне вiдхилення: s2 = 1
n−1

∑
(xi − x̄)2 = 0.0408

8 = 0.0051. s =√
0.0051 ≈ 0.0714.

4. Параметри довiрчого iнтервалу: Надiйнiсть 90% означає рiвень значущостi α = 1−
0.90 = 0.1. Для двостороннього iнтервалу використовуємо α/2 = 0.05.

5. Ступенi свободи: ν = n− 1 = 9− 1 = 8.
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6. Критичне значення t-статистики: З таблицi розподiлу Стьюдента для ν = 8 та α/2 =
0.05 знаходимо t0.05,8 = 1.860.

7. Обчислення довiрчого iнтервалу: Формула: x̄± tα/2,ν
s√
n
.

1.237± 1.860 · 0.0714√
9

= 1.237± 1.860 · 0.0714
3

≈ 1.237± 0.0443.

Довiрчий iнтервал: (1.1927, 1.2813).

Вiдповiдь: З надiйнiстю 90% можна стверджувати, що iстинна середня концентрацiя розчину
знаходиться в iнтервалi [1.19; 1.28].

Задачi для самоконтролю

1. Випадкова величина пiдпорядковується розподiлу Стьюдента з 10 ступенями свободи.
Якi математичне сподiвання та дисперсiя цiєї випадкової величини?

2. Випадкова величина пiдпорядковується χ2-розподiлу з 10 ступенями свободи. Якi мате-
матичне сподiвання та дисперсiя цiєї випадкової величини?

Контрольнi запитання

1. Що таке ступенi свободи?

2. Для чого використовується розподiл Стьюдента?

3. Коли застосовується F-розподiл?

Перелiк навчально-методичної лiтератури
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порiжжя, 2019. — 118 с.
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Практичне заняття № 10

Тема: Варiацiйнi ряди

Мета: навчити здобувачiв методам первинної обробки та вiзуалiзацiї статистичних даних
за допомогою варiацiйних рядiв, полiгонiв, гiстограм та кумулятивних кривих.

Основнi поняття: дискретний варiацiйний ряд, iнтервальний варiацiйний ряд, емпiри-
чна функцiя розподiлу, огiва (кумулятивна крива), емпiрична функцiя щiльностi розподiлу,
гiстограма, полiгон.

Змiст навчального матерiалу з даної теми
Необроблена вибiрка даних мiстить приховану iнформацiю. Перший крок аналiзу — це впо-
рядкування та вiзуалiзацiя даних.

• Варiацiйний ряд — упорядковане за зростанням розташування значень вибiрки.

• Для дискретних даних будують дискретний варiацiйний ряд, де кожному значен-
ню ставиться у вiдповiднiсть його частота (кiлькiсть появ). Графiчне зображення —
полiгон частот (ламана лiнiя, що з’єднує точки (xi, pi)).

• Для неперервних даних будують iнтервальний варiацiйний ряд, розбиваючи дiапа-
зон значень на класи (iнтервали) i пiдраховуючи частоту для кожного класу. Графiчне
зображення — гiстограма (стовпчикова дiаграма).

• Емпiрична функцiя розподiлу F ∗(x) = nx

n , де nx — кiлькiсть спостережень, менших
за x, а n — загальний обсяг вибiрки.

• Огiва (кумулятивна крива) — графiк емпiричної функцiї розподiлу (накопичених
частот).

Побудова гiстограми:

1. Визначити розмах R = xmax − xmin.

2. Визначити кiлькiсть класiв k, наприклад, за формулою Стерджеса: k ≈ 1 + 3.322 lg(n).

3. Визначити ширину класу h ≈ R/k.

4. Побудувати iнтервали та пiдрахувати частоти mi для кожного.

5. Побудувати прямокутники з основами h та висотами, пропорцiйними частотам (зазви-
чай mi або вiдносним частотам mi/n). Площа гiстограми має бути пропорцiйною обсягу
вибiрки.
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Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклади розв’язання задач

Приклад 1. Згрупованi данi про кiлькiсть квiток лiкарської рослини на одному пагонi утво-
рюють варiацiйний ряд:

кiлькiсть квiток 1 2 3 4 5 6 7 8
частота 0 1 3 6 4 3 2 1

Побудувати полiгон вiдносних частот та огиву.
Розв’язок. Загальна кiлькiсть спостережень n = 0+1+3+6+4+3+2+1 = 20. Розраховуємо

вiдноснi та накопиченi вiдноснi частоти.

Кiлькiсть квiток (xi) 1 2 3 4 5 6 7 8
Частота (mi) 0 1 3 6 4 3 2 1
Вiдносна частота (mi/n) 0.00 0.05 0.15 0.30 0.20 0.15 0.10 0.05
Накопичена част. (F ∗(xi)) 0.00 0.05 0.20 0.50 0.70 0.85 0.95 1.00

За даними з рядкiв "Кiлькiсть квiток"та "Вiдносна частота"будується полiгон. За даними з
рядкiв "Кiлькiсть квiток"та "Накопичена част."будується огiва.

Контрольнi запитання

1. Чим вiдрiзняється гiстограма вiд полiгону i коли їх застосовують?

2. Що показує огiва (кумулятивна крива)?

3. Як вибрати кiлькiсть iнтервалiв для гiстограми?

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна
1. Грузєва Т. С., Лехан В. М., Огнєв В. А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:

Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л. Н., Прокопченко О.Є. Вища математика i статистика. Частина I: Ма-
тематичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв). — За-
порiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В. А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. — Жи-
томир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя ймо-
вiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.
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Практичне заняття № 11

Тема: Оцiнювання параметрiв розподiлу

Мета: навчити здобувачiв методам оцiнювання невiдомих параметрiв генеральної суку-
пностi на основi вибiркових даних, зокрема методам точкового та iнтервального оцiнювання.

Основнi поняття: генеральна сукупнiсть, вибiрка, репрезентативнiсть, точкова оцiнка,
iнтервальна оцiнка, довiрчий iнтервал, надiйна ймовiрнiсть.

Змiст навчального матерiалу з даної теми
Генеральна сукупнiсть — сукупнiсть всiх можливих значень випадкової величини. Вибiр-
ка — частина генеральної сукупностi, яка має бути репрезентативною (представницькою).
Задача вибiркового методу — по вибiрцi зробити правильну оцiнку параметрiв генеральної
сукупностi.

• Точкове оцiнювання — оцiнка параметра у виглядi одиничного значення. Наприклад:

– вибiркове середнє x̄ = 1
n

∑
xi як оцiнка математичного сподiвання µ.

– вибiркова дисперсiя s2 = 1
n−1

∑
(xi − x̄)2 як незмiщена оцiнка дисперсiї σ2.

• Iнтервальне оцiнювання — оцiнка параметра у виглядi iнтервалу, який з заданою
ймовiрнiстю накриває його iстинне значення.

– Довiрчий iнтервал — iнтервал значень, що накриває параметр.
– Надiйна ймовiрнiсть (1 − α) — ймовiрнiсть, з якою довiрчий iнтервал накриває

iстинне значення. α — рiвень значущостi.

Довiрчий iнтервал для математичного сподiвання (при невiдомiй дисперсiї та нормаль-
ному розподiлi): (

x̄− tα/2,n−1
s√
n
, x̄+ tα/2,n−1

s√
n

)
,

де tα/2,n−1 — квантиль розподiлу Стьюдента з n− 1 ступенями свободи.
Довiрчий iнтервал для дисперсiї (при нормальному розподiлi):(

(n− 1)s2

χ2
α/2,n−1

,
(n− 1)s2

χ2
1−α/2,n−1

)
,

де χ2 — квантилi розподiлу хi-квадрат з n− 1 ступенями свободи.

Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклади розв’язання задач

Приклад 1. Тривалiсть захворювання (у днях) у 20 випадках пневмонiї склала: 10, 11, 6, 16,
7, 13, 15, 8, 9, 10, 11, 13, 7, 8, 13, 15, 16, 13, 14, 15. Знайти iнтервальнi оцiнки математичного
сподiвання та дисперсiї для 95% надiйної ймовiрностi. Розв’язок.

36



1. Точковi оцiнки: n = 20. Обчислюємо x̄ = 239
20 = 11.95 днiв. Вибiркова дисперсiя s2 =

1
19

∑
(xi − 11.95)2 ≈ 10.79, звiдки стандартне вiдхилення s ≈ 3.28.

2. Довiрчий iнтервал для µ: Надiйнiсть 95% =⇒ α = 0.05 =⇒ α/2 = 0.025. Ступенi
свободи ν = n − 1 = 19. З таблицi розподiлу Стьюдента, t0.025,19 = 2.093. Iнтервал:
11.95± 2.093 · 3.28√

20
≈ 11.95± 1.54 ⇒ (10.41, 13.49).

3. Довiрчий iнтервал для σ2: З таблицi розподiлу χ2 для ν = 19: χ2
1−α/2,19 = χ2

0.975,19 ≈
8.91. χ2

α/2,19 = χ2
0.025,19 ≈ 32.85. Нижня межа: (n−1)s2

χ2
α/2,19

= 19·10.79
32.85 ≈ 6.24. Верхня межа:

(n−1)s2

χ2
1−α/2,19

= 19·10.79
8.91 ≈ 23.01. Iнтервал для дисперсiї: (6.24, 23.01).

Контрольнi запитання

1. Що таке точкова та iнтервальна оцiнки? Наведiть приклади.

2. Вiд чого залежить ширина довiрчого iнтервалу для середнього значення?

3. Як побудувати довiрчий iнтервал для середнього значення, якщо дисперсiя невiдома?

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна
1. Грузєва Т. С., Лехан В. М., Огнєв В. А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:
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тематичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв). — За-
порiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В. А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. — Жи-
томир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя ймо-
вiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.
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Практичне заняття № 12

Тема: Перевiрка гiпотез

Мета: навчити здобувачiв основам статистичної перевiрки гiпотез, включаючи формулю-
вання гiпотез, вибiр критерiю, визначення критичної областi та прийняття рiшень на основi
вибiркових даних.

Основнi поняття: статистична гiпотеза, нульова та альтернативна гiпотези, критерiй пе-
ревiрки, критична область, помилка першого та другого роду, рiвень значущостi, потужнiсть
критерiю.

Змiст навчального матерiалу з даної теми
Статистична гiпотеза — це припущення щодо властивостей генеральної сукупностi.

• Нульова гiпотеза (H0) — припущення, що перевiряється (зазвичай про вiдсутнiсть
ефекту, рiзницi, зв’язку).

• Альтернативна гiпотеза (H1) — припущення, що приймається, якщо H0 вiдхиляється.

Перевiрка гiпотези здiйснюється за допомогою статистичного критерiю (статистики). Мно-
жина значень критерiю дiлиться на область прийняття H0 та критичну область (де H0

вiдхиляється).
Можливi помилки:

• Помилка першого роду: вiдхилити H0, коли вона iстинна. Ймовiрнiсть цiєї помилки
— рiвень значущостi α.

• Помилка другого роду: прийняти H0, коли вона хибна. Ймовiрнiсть цiєї помилки —
β.

Потужнiсть критерiю — це 1− β (ймовiрнiсть правильно вiдхилити хибну H0).
Приклад: перевiрка гiпотези про рiвнiсть середнiх двох незалежних вибiрок

(дисперсiї невiдомi, але вважаються рiвними): H0 : µx = µy. Критерiй Стьюдента:

t =
x̄− ȳ

sp
√

1
nx

+ 1
ny

, де s2p =
(nx − 1)s2x + (ny − 1)s2y

nx + ny − 2
.

Ця статистика має t-розподiл з nx + ny − 2 ступенями свободи. Якщо обчислене значення |t|
бiльше за критичне tcrit (з таблицi для рiвня значущостi α), то H0 вiдхиляється.

Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклади розв’язання задач

Приклад 1. Одержанi данi про вмiст вiтамiну С в томатах (мг/100г): 26, 22, 21, 19, 20, 23, 13,
27, 22, 23, 22. Перевiрити, чи є значення 13 "промахом"(викидом) на рiвнi значущостi α = 0.01.

Розв’язок.
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1. Формулювання гiпотез: H0: вибiрка однорiдна (значення 13 не є викидом). H1: вибiрка
неоднорiдна (значення 13 є викидом).

2. Впорядкування даних: n = 11. Варiацiйний ряд: 13, 19, 20, 21, 22, 22, 22, 23, 23, 26,
27.

3. Вибiр критерiю: Для перевiрки крайнiх значень на промах у малих вибiрках вико-
ристовуємо критерiй Дiксона. Для n = 11 i перевiрки найменшого значення (x1 = 13)
формула має вигляд:

Q =
x2 − x1

xn−1 − x1

4. Обчислення критерiю: x1 = 13, x2 = 19, xn−1 = x10 = 26.

Qcalc =
19− 13

26− 13
=

6

13
≈ 0.462.

5. Визначення критичного значення: З таблицi критичних значень критерiю Дiксона
для n = 11 та рiвня значущостi α = 0.01 знаходимо Qcrit ≈ 0.546.

6. Прийняття рiшення: Порiвнюємо обчислене значення з критичним: 0.462 < 0.546.

7. Висновок: Оскiльки Qcalc < Qcrit, нульова гiпотеза не вiдхиляється. Немає достатнiх
пiдстав вважати значення 13 мг/100г промахом на рiвнi значущостi 0.01.

Задачi для самоконтролю

1. На фармацевтичнiй фабрицi перевiряють систематичне зниження проти норми концен-
трацiї одного з компонентiв. Норма 100%. 10 проб дали середнє 98% та s = 0.5%. Чи є
зниження значущим при надiйностi 95% (α = 0.05)?

Контрольнi запитання

1. Що таке нульова та альтернативна гiпотези?

2. Чим вiдрiзняються помилки першого та другого роду?

3. Що таке рiвень значущостi та потужнiсть критерiю?

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна
1. Грузєва Т. С., Лехан В. М., Огнєв В. А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:

Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л. Н., Прокопченко О.Є. Вища математика i статистика. Частина I: Ма-
тематичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв). — За-
порiжжя, 2019. — 118 с.
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Практичне заняття № 13

Тема: Кореляцiйний аналiз

Мета: навчити здобувачiв вимiрювати та аналiзувати статистичний зв’язок мiж двома
випадковими величинами за допомогою коефiцiєнта кореляцiї.

Основнi поняття: кореляцiйна залежнiсть, кореляцiйний аналiз, коварiацiя, коефiцiєнт
кореляцiї Пiрсона.

Змiст навчального матерiалу з даної теми
Кореляцiйна залежнiсть — це статистичний зв’язок мiж випадковими величинами, при
якому змiна однiєї величини призводить до змiни середнього значення iншої. Коварiацiя —
мiра спiльної мiнливостi двох величин:

cov(X,Y ) = M [(X −M(X))(Y −M(Y ))].

Вибiркова оцiнка: sxy = 1
n−1

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ).

Коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона — це стандартизована коварiацiя, що вимiрює силу та
напрямок лiнiйного зв’язку:

ρxy =
cov(X,Y )

σxσy
.

Вибiркова оцiнка (коефiцiєнт кореляцiї r):

rxy =

∑
(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑

(xi − x̄)2
∑

(yi − ȳ)2
=

sxy
sxsy

.

Властивостi коефiцiєнта кореляцiї:

• −1 ≤ rxy ≤ 1.

• Якщо |rxy| ≈ 1, це вказує на сильний лiнiйний зв’язок.

• Якщо rxy ≈ 0, це вказує на вiдсутнiсть лiнiйного зв’язку (але можливий нелiнiйний).

• Знак rxy вказує на напрямок зв’язку (прямий, якщо r > 0; обернений, якщо r < 0).

Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклади розв’язання задач

Приклад 1. При обстеженнi 11 пацiєнтiв одержанi данi про зрiст H (см) та об’єм циркулюючої
кровi V (л). Визначити вибiркову оцiнку коефiцiєнта кореляцiї.

H 170 169 175 150 175 155 180 160 185 175 165
V 4.8 5.1 4.0 5.3 4.1 5.3 4.8 4.3 5.2 5.2 4.7

Розв’язок.
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1. Обчислюємо вибiрковi середнi: H̄ ≈ 169.0 см, V̄ = 4.8 л.

2. Обчислюємо стандартнi вiдхилення: sH ≈ 10.7 см, sV ≈ 0.48 л.

3. Обчислюємо вибiркову коварiацiю: sHV = 1
10

∑
(Hi − 169)(Vi − 4.8) ≈ −3.34.

4. Обчислюємо коефiцiєнт кореляцiї:

rHV =
sHV

sHsV
=

−3.34

10.7 · 0.48
≈ −0.65.

Висновок: Iснує помiрний обернений лiнiйний зв’язок мiж зростом та об’ємом циркулюючої
кровi у данiй вибiрцi.

Контрольнi запитання

1. Що таке кореляцiйна залежнiсть?

2. Якi властивостi має коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона?

3. Що означає, якщо коефiцiєнт кореляцiї дорiвнює нулю? А якщо дорiвнює -1?
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Практичне заняття № 14

Тема: Регресiйний та дисперсiйний аналiз

Мета: навчити здобувачiв застосовувати методи регресiйного аналiзу для моделювання
залежностей мiж ознаками та методи дисперсiйного аналiзу для перевiрки гiпотез про вплив
факторiв на дослiджувану величину.

Основнi поняття: регресiйний аналiз, рiвняння регресiї, коефiцiєнт регресiї, метод най-
менших квадратiв, дисперсiйний аналiз (ANOVA), факторнi ознаки, модель дисперсiйного
аналiзу, мiжгрупова та внутрiшньогрупова мiнливiсть.

Змiст навчального матерiалу з даної теми

Регресiйний аналiз

Предметом регресiйного аналiзу є моделювання залежностi результативної ознаки Y вiд однiєї
або кiлькох факторних ознак X. Модель простої лiнiйної регресiї:

yi = β0 + β1xi + εi,

де β0 i β1 — коефiцiєнти регресiї, εi — випадкова похибка. Оцiнки коефiцiєнтiв b0 i b1 зна-
ходять методом найменших квадратiв (МНК), мiнiмiзуючи суму квадратiв залишкових
вiдхилень

∑
(yi − ŷi)

2. Рiвняння вибiркової регресiї: ŷ = b0 + b1x. Оцiнки коефiцiєнтiв:

b1 =

∑
(xi − x̄)(yi − ȳ)∑

(xi − x̄)2
, b0 = ȳ − b1x̄.

Пiсля регресiйного аналiзу, який моделює зв’язок, часто застосовують дисперсiйний аналiз
для перевiрки значущостi цього зв’язку або впливу iнших факторiв.

Приклад 1 (регресiйний аналiз). У дослiдженнi оцiнюють зв’язок мiж iндексом маси
тiла X (кг/м2) та систолiчним артерiальним тиском Y (мм рт. ст.). Отримано данi для 6
пацiєнтiв:

(20; 110), (22; 115), (25; 120), (27; 128), (30; 135), (32; 140).

Побудувати рiвняння простої лiнiйної регресiї ŷ = b0 + b1x методом найменших квадратiв та
зробити висновок щодо наявностi лiнiйної залежностi (α = 0.05).

Розв’язок.

1. Вихiднi характеристики. Обсяг вибiрки n = 6.

x̄ =
20 + 22 + 25 + 27 + 30 + 32

6
= 26, ȳ =

110 + 115 + 120 + 128 + 135 + 140

6
=

374

3
≈ 124.67.

2. Обчислення коефiцiєнта нахилу b1.

Sxy =
∑

(xi − x̄)(yi − ȳ) = 268, Sxx =
∑

(xi − x̄)2 = 106.

Тодi

b1 =
Sxy

Sxx
=

268

106
=

134

53
≈ 2.53.
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3. Обчислення вiльного члена b0.

b0 = ȳ − b1x̄ =
374

3
− 134

53
· 26 =

9370

159
≈ 58.93.

4. Рiвняння вибiркової регресiї та iнтерпретацiя.

ŷ = 58.93 + 2.53x .

Iнтерпретацiя: при збiльшеннi X на 1 кг/м2 очiкуване значення Y (у середньому) зростає
приблизно на 2.53 мм рт. ст.

5. Оцiнка якостi апроксимацiї (коефiцiєнт детермiнацiї).

SStot =
∑

(yi − ȳ)2 ≈ 683.33, SSres =
∑

(yi − ŷi)
2 ≈ 5.75,

R2 = 1− SSres

SStot
≈ 1− 5.75

683.33
≈ 0.992.

Отже, лiнiйна модель пояснює близько 99.2% варiацiї Y .

6. Перевiрка значущостi нахилу b1 (α = 0.05). Гiпотези: H0 : β1 = 0, H1 : β1 ̸= 0.

s2 =
SSres

n− 2
=

5.75

4
= 1.4375, se(b1) =

√
s2

Sxx
=

√
1.4375

106
≈ 0.116.

t =
b1

se(b1)
≈ 2.53

0.116
≈ 21.7, ν = n− 2 = 4.

Критичне значення (двобiчна перевiрка) tcrit ≈ 2.776. Оскiльки 21.7 > 2.776, вiдхиляємо
H0.

Висновок: мiж iндексом маси тiла та систолiчним артерiальним тиском у наведених даних
наявний статистично значущий лiнiйний зв’язок; рiвняння ŷ = 58.93+2.53x дає високу якiсть
апроксимацiї (R2 ≈ 0.992).

Дисперсiйний аналiз (ANOVA)

Дисперсiйний аналiз — метод для перевiрки гiпотез про рiвнiсть середнiх значень у кiль-
кох групах (сукупностях). Вiн аналiзує мiнливiсть (дисперсiю) даних. Основна iдея: загальна
мiнливiсть (сума квадратiв вiдхилень, SStotal) розкладається на:

• Мiжгрупову мiнливiсть (SSA): зумовлена дiєю фактора (рiзницею мiж групами).

• Внутрiшньогрупову (залишкову) мiнливiсть (SSW ): зумовлена випадковими ко-
ливаннями всерединi груп.
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SStotal = SSA + SSW .

Далi обчислюють середнi квадрати (дисперсiї): MSA = SSA

I−1 та MSW = SSW

n−I , де I — кiлькiсть
груп, n — загальний обсяг вибiрки. Для перевiрки H0 : µ1 = µ2 = · · · = µI використовується
F-критерiй:

F =
MSA

MSW
.

Якщо обчислене значення F бiльше за критичне Fcrit (з таблицi F-розподiлу для рiвнi значу-
щостi α та ступенiв свободи ν1 = I − 1, ν2 = n− I), нульова гiпотеза вiдхиляється.

Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклади розв’язання задач

Приклад 1 (ANOVA). В результатi вимiрювання частоти пульсу людини у нормальних
умовах та при пiдвищених прискореннях одержанi такi данi:

• Група 1 (Норма, 1g): 76, 73, 68, 83

• Група 2 (1.5g): 71, 62, 55, 68

• Група 3 (2g): 46, 59, 54

Чи свiдчать цi данi про наявнiсть залежностi мiж частотою пульсу та прискоренням (α =
0.05)?

Розв’язок.

1. Гiпотези: H0 : µ1 = µ2 = µ3 (прискорення не впливає на середню частоту пульсу). H1:
не всi середнi рiвнi.

2. Обчислення середнiх: Кiлькiсть груп I = 3. Обсяги вибiрок: n1 = 4, n2 = 4, n3 = 3.
Загальний обсяг n = 11. Середнi по групах: ȳ1 = 75, ȳ2 = 64, ȳ3 = 53. Загальне середнє:
ȳ = (4 · 75 + 4 · 64 + 3 · 53)/11 = (300 + 256 + 159)/11 = 715/11 = 65.

3. Обчислення сум квадратiв: Мiжгрупова мiнливiсть: SSA = n1(ȳ1− ȳ)2+n2(ȳ2− ȳ)2+
n3(ȳ3− ȳ)2 = 4(75−65)2+4(64−65)2+3(53−65)2 = 4(100)+4(1)+3(144) = 400+4+432 =
836. Внутрiшньогрупова мiнливiсть: SSW =

∑
(y1j −75)2+

∑
(y2j −64)2+

∑
(y3j −53)2 =

[(1)2 + (−2)2 + (−7)2 + (8)2] + [(7)2 + (−2)2 + (−9)2 + (4)2] + [(−7)2 + (6)2 + (1)2] = [118] +
[150] + [86] = 354.

4. Обчислення середнiх квадратiв: Ступенi свободи: ν1 = I−1 = 2; ν2 = n−I = 11−3 =
8. MSA = SSA/ν1 = 836/2 = 418. MSW = SSW /ν2 = 354/8 = 44.25.

5. Обчислення F-критерiю: F = MSA/MSW = 418/44.25 ≈ 9.45.

6. Прийняття рiшення: Критичне значення для α = 0.05 та ступенiв свободи (2, 8) з
таблицi F-розподiлу: Fcrit = 4.46. Оскiльки 9.45 > 4.46, вiдхиляємо H0.

Висновок: Iснує статистично значуща залежнiсть мiж частотою пульсу та прискоренням.
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Контрольнi запитання

1. Що таке рiвняння регресiї i для чого воно використовується?

2. У чому полягає метод найменших квадратiв?

3. Яку гiпотезу перевiряє дисперсiйний аналiз?

4. Що таке мiжгрупова та внутрiшньогрупова мiнливiсть в ANOVA?
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