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Самостiйна робота № 1
Тема: Диференцiальне числення. Похiдна та диференцiал функцiї однiєї змiнної. Дослi-
дження функцiй за допомогою похiдної.

Мета: Сформувати вмiння коректно використовувати означення похiдної та диферен-
цiала; застосовувати правила диференцiювання для елементарних i складених функцiй;
виконувати якiсне дослiдження функцiй (монотоннiсть, критичнi точки, локальнi екстре-
муми); iнтерпретувати похiдну як локальну характеристику змiни величини в задачах
медико-бiологiчного змiсту.

Основнi поняття: похiдна в точцi; границя вiдношення приростiв; механiчний i гео-
метричний змiст похiдної; таблиця похiдних; правила диференцiювання (сума, добуток,
частка, ланцюгове правило); критичнi точки; зростання i спадання; локальний максимум
i мiнiмум; диференцiал; лiнiйна апроксимацiя; похiдна як вiдношення диференцiалiв; ди-
ференцiали вищих порядкiв.

Теоретичнi питання

1. Дайте означення похiдної функцiї в точцi через границю вiдношення приросту фун-
кцiї до приросту аргументу.

2. Сформулюйте умову iснування похiдної та пояснiть, чому iснування похiдної є силь-
нiшою вимогою, нiж iснування границi функцiї в точцi.

3. Пояснiть механiчний змiст похiдної для прямолiнiйного руху (шлях як функцiя ча-
су).

4. Пояснiть геометричний змiст похiдної як характеристику дотичної до графiка фун-
кцiї.

5. Наведiть (словесно) базовi правила диференцiювання: для суми/рiзницi, добутку,
частки.

6. Сформулюйте ланцюгове правило для складеної функцiї та пояснiть його роль у
диференцiюваннi композицiй.

7. Пояснiть, що таке критична точка функцiї та чому критичнi точки є кандидатами
на точки локальних екстремумiв.

8. Сформулюйте ознаку зростання/спадання функцiї через знак похiдної на iнтервалi.
9. Пояснiть критерiй локального максимуму/мiнiмуму через змiну знака похiдної в око-

лi критичної точки.
10. Дайте означення диференцiала функцiї в точцi як головної лiнiйної частини приросту

функцiї.
11. Пояснiть змiст лiнiйної апроксимацiї функцiї в околi точки та її межi застосовностi.
12. Розкрийте змiст твердження «диференцiал незалежної змiнної» та стандартного ото-

тожнення приросту аргументу з його диференцiалом у лiнiйнiй моделi.
13. Пояснiть, як iнтерпретується запис похiдної як вiдношення диференцiалiв, i якi при-

пущення за цим стоять.
14. Пояснiть, що називають диференцiалами вищих порядкiв i в яких задачах вони

з’являються (якiсно).
15. Опишiть типовi помилки при диференцiюваннi (зокрема для частки та складеної

функцiї) i як їх уникати.

Питання для самоконтролю

1. Чим вiдрiзняється прирiст функцiї вiд диференцiала функцiї?
2. Якi умови гарантують, що локальна лiнiйна модель є адекватною в околi точки?
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3. Чи може функцiя мати похiдну в точцi, але не мати похiдної в жодному околi цiєї
точки? Пояснiть вiдповiдь.

4. Чому умова f ′(x) = 0 є необхiдною для локального екстремуму (внутрiшня точка),
але не є достатньою?

5. Як за знаками похiдної на промiжках встановити iнтервали монотонностi без побу-
дови графiка?

6. Як перевiрити, що знайдена критична точка не є точкою екстремуму (за змiною
знака похiдної)?

7. У яких ситуацiях похiдна в критичнiй точцi може не iснувати, але екстремум все
одно є?

8. Якi класи елементарних функцiй найчастiше потребують ланцюгового правила?
9. Назвiть типовi похiднi для степеневих, показникових, логарифмiчних i тригономе-

тричних функцiй (без виведення).
10. Як коректно диференцiювати добуток двох функцiй, якщо одна з них є складеною?
11. Чому при роботi з логарифмами важливо контролювати область визначення?
12. Який змiст має похiдна у задачi «чутливостi» вихiдної величини до малих змiн па-

раметра?
13. Як iнтерпретувати диференцiал як оцiнку абсолютної похибки вимiрювання?
14. Якi обмеження має використання диференцiала для «великих» змiн аргументу?
15. Якi кроки є мiнiмально необхiдними для коректного дослiдження функцiї на екстре-

муми?

Задачi для самостiйного розв’язання

1. (Диференцiал об’єму) Об’єм кулеподiбної клiтини задається формулою V (r) =
4
3
πr3. Нехай радiус збiльшився вiд r1 = 8.0 · 10−6 м до r2 = 8.08 · 10−6 м.
(а) Знайдiть диференцiал dV та оцiнiть змiну об’єму при переходi r1 → r2 через dV .
(б) Запишiть точну змiну ∆V = V (r2) − V (r1) (без обчислювальних спрощень) i

вкажiть, який з двох виразiв є лiнiйною апроксимацiєю.
2. (Чутливiсть показника) Показник гучностi (умовна шкала) задано залежнiстю

E(I) = k ln
(

I
I0

)
, де k = 12, I0 = 10−12 Вт/м2. Нехай iнтенсивнiсть змiнилася з

I1 = 4.0 · 10−8 Вт/м2 до I2 = 4.4 · 10−8 Вт/м2.
(а) Знайдiть похiдну E ′(I) та диференцiал dE.
(б) Оцiнiть змiну E при змiнi I1 → I2 за допомогою диференцiала (з явною пiдста-

новкою I = I1 та dI = I2 − I1).
3. (Екстремум та iнтервали монотонностi) Розгляньте функцiю f(x) = x2 ln x−3x,

визначену для x > 0.
(а) Знайдiть f ′(x) та розв’яжiть рiвняння f ′(x) = 0.
(б) Визначте iнтервали зростання/спадання функцiї та зробiть висновок про наяв-

нiсть/вiдсутнiсть локальних екстремумiв.
(в) Для знайденої(их) критичної(их) точки(ок) вкажiть тип (локальний максимум,

локальний мiнiмум або вiдсутнiсть екстремуму) за змiною знака похiдної.

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна

1. Грузєва Т.С., Лехан В.М., Огнєв В.А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:
Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л.Н., Прокопченко О. Є. Вища математика i статистика. Частина I:
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Математичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв).
— Запорiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В.А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. —
Житомир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя
ймовiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова

1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В.О., Чалий О.В. Вища математика.
— Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.

2. Свердан П.Л. Бiометрiя. Теорiя наукових дослiджень: пiдручник. — Київ: Знання,
2010. — 440 с.

3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В.О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014.
— 464 с.
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Самостiйна робота № 2
Тема: Невизначений iнтеграл. Визначений iнтеграл. Формула Ньютона–Лейбнiца. Сере-
днє значення функцiї.

Мета: Сформувати вмiння знаходити первiснi та обчислювати невизначенi iнтегра-
ли; застосовувати метод замiни змiнної й iнтегрування частинами; обчислювати визначенi
iнтеграли за формулою Ньютона–Лейбнiца; знаходити середнє значення функцiї на вiд-
рiзку та iнтерпретувати визначений iнтеграл як мiру сумарного ефекту у задачах медико-
бiологiчного змiсту.

Основнi поняття: первiсна; невизначений iнтеграл; стала iнтегрування; таблиця ба-
зових iнтегралiв; лiнiйнiсть iнтегрування; метод замiни змiнної; iнтегрування частина-
ми; визначений iнтеграл; геометричний змiст визначеного iнтеграла; формула Ньютона–
Лейбнiца; властивостi визначеного iнтеграла; середнє значення функцiї; узагальнення iн-
теграла (криволiнiйнi та кратнi iнтеграли – оглядово).

Теоретичнi питання

1. Дайте означення первiсної для функцiї та пояснiть, у чому полягає неоднозначнiсть
первiсної.

2. Сформулюйте означення невизначеного iнтеграла та пояснiть роль сталої iнтегрува-
ння.

3. Пояснiть геометричний змiст сiм’ї первiсних як множини графiкiв, що вiдрiзняються
вертикальним зсувом.

4. Сформулюйте лiнiйнiсть невизначеного iнтеграла та пояснiть, якi перетворення пi-
дiнтегрального виразу вона дозволяє.

5. Наведiть (словесно) базовi табличнi iнтеграли для степеневих, показникових, лога-
рифмiчних i тригонометричних функцiй.

6. Опишiть логiку методу замiни змiнної: коли вiн застосовний i якi кроки є обов’язковими.
7. Опишiть логiку iнтегрування частинами та пояснiть, як вибирають функцiї u та dv.
8. Дайте означення визначеного iнтеграла та пояснiть, що вiн вимiрює як числова ха-

рактеристика на вiдрiзку.
9. Пояснiть геометричний змiст визначеного iнтеграла як площi (з урахуванням знака)

пiд графiком на вiдрiзку.
10. Сформулюйте формулу Ньютона–Лейбнiца та пояснiть її зв’язок iз первiсною.
11. Перелiчiть основнi властивостi визначеного iнтеграла (лiнiйнiсть, змiна меж, ади-

тивнiсть за промiжком) i пояснiть їх змiст.
12. Пояснiть, що таке середнє значення функцiї на вiдрiзку та як воно обчислюється

через визначений iнтеграл.
13. Якi вимоги до функцiї на вiдрiзку гарантують коректнiсть застосування формули

Ньютона–Лейбнiца (якiсно, без доведення)?
14. Пояснiть, у чому рiзниця мiж обчисленням невизначеного iнтеграла та визначеного

iнтеграла.
15. Пояснiть (оглядово) iдею узагальнення визначеного iнтеграла на кривi, поверхнi та

об’єми.

Питання для самоконтролю

1. Чому первiсна визначається з точнiстю до додавання сталої?
2. Як перевiрити правильнiсть знайденої первiсної?
3. Якi типовi форми пiдiнтегральних виразiв «пiдказують» замiну змiнної?
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4. Якi типовi помилки трапляються при замiнi змiнної (зокрема в диференцiалi та ме-
жах iнтегрування)?

5. Якi типовi помилки трапляються при iнтегруваннi частинами?
6. Як змiнюється визначений iнтеграл при перестановцi меж iнтегрування?
7. Чому

∫ a

a
f(x) dx = 0 незалежно вiд вигляду f?

8. Як користуватися адитивнiстю iнтеграла при розбиттi вiдрiзка на частини?
9. У чому полягає «знаковий» характер площi, що задається визначеним iнтегралом?

10. Як iнтерпретувати визначений iнтеграл як сумарний ефект, якщо пiдiнтегральна
функцiя є швидкiстю змiни або iнтенсивнiстю процесу?

11. Чим середнє значення функцiї на вiдрiзку вiдрiзняється вiд середнього арифмети-
чного значень у кiлькох точках?

12. У яких задачах природно з’являється iнтегрування по часу, а в яких — по просторовiй
координатi?

13. Якi мiнiмальнi кроки потрiбнi, щоб коректно застосувати формулу Ньютона–Лейбнiца?
14. Як спiввiдносяться обчислення первiсної та обчислення площi пiд графiком?
15. Якi ознаки вказують, що задачу доцiльно зводити до табличного iнтеграла?

Задачi для самостiйного розв’язання

1. (Замiна змiнної; «доза–час») Швидкiсть надходження препарату в системний
кровообiг (умовнi одиницi за годину) описано функцiєю r(t) = 0.8 t e−0.5t2 , де t ≥ 0
— час у годинах. Знайдiть сумарну кiлькiсть препарату, що надiйшла за промiжок
часу t ∈ [0; 4]:

Q =

∫ 4

0

r(t) dt.

(Використайте замiну змiнної, що робить iнтеграл табличним.)
2. (Iнтегрування частинами; момент навантаження) Нехай функцiя iнтенсивно-

стi навантаження пiд час тесту (умовнi одиницi) має вигляд p(t) = (2t + 1) et на
промiжку t ∈ [0; 1]. Обчислiть сумарний iндекс навантаження

P =

∫ 1

0

(2t+ 1) et dt.

(Розв’яжiть задачу, застосувавши iнтегрування частинами для вiдповiдного додан-
ка.)

3. (Середнє значення функцiї) Об’ємна густина енергiї (умовнi одиницi) у магнi-
тному полi апарату iндуктотермiї задана залежнiстю w(t) = w0 sin

2(ωt), де ω > 0.
Знайдiть середнє значення w̄ на одному перiодi T = 2π

ω
:

w̄ =
1

T

∫ T

0

w(t) dt.

(У вiдповiдi залиште результат через w0.)

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна

1. Грузєва Т.С., Лехан В.М., Огнєв В.А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:
Нова Книга, 2020. — 384 с.
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2. Сергєєва Л.Н., Прокопченко О. Є. Вища математика i статистика. Частина I:
Математичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв).
— Запорiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В.А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. —
Житомир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя
ймовiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова

1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В.О., Чалий О.В. Вища математика.
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Самостiйна робота № 3
Тема: Застосування диференцiальних рiвнянь у моделюваннi медико-бiологiчних проце-
сiв.

Мета: Сформувати вмiння розпiзнавати типи диференцiальних рiвнянь, коректно за-
давати початковi умови та iнтерпретувати параметри моделi; знаходити загальнi та ча-
стиннi розв’язки найпростiших звичайних диференцiальних рiвнянь; аналiзувати поведiн-
ку розв’язку (зростання/спадання, асимптотичнi режими, стацiонарнi значення) у при-
кладних задачах медико-бiологiчного профiлю; розумiти змiст систем диференцiальних
рiвнянь як моделей взаємодiючих процесiв.

Основнi поняття: диференцiальне рiвняння; порядок; звичайне диференцiальне рiв-
няння та рiвняння у частинних похiдних; загальний i частинний розв’язок; iнтегральна
крива; початкова умова; рiвняння з роздiлюваними змiнними; лiнiйне рiвняння першого
порядку; однорiдне та неоднорiдне рiвняння; лiнiйне рiвняння другого порядку зi сталими
коефiцiєнтами (оглядово); характеристичне рiвняння; система диференцiальних рiвнянь;
параметри моделi; стацiонарний стан; стiйкiсть (якiсно).

Теоретичнi питання

1. Дайте означення диференцiального рiвняння та пояснiть, якi об’єкти воно мiстить
(незалежна змiнна, шуканi функцiї, похiднi).

2. Пояснiть, що називають порядком диференцiального рiвняння та як його визнача-
ють.

3. Пояснiть рiзницю мiж звичайним диференцiальним рiвнянням та рiвнянням у ча-
стинних похiдних (за кiлькiстю незалежних змiнних).

4. Дайте означення загального розв’язку рiвняння порядку n та пояснiть роль n до-
вiльних сталих.

5. Пояснiть, що таке частинний розв’язок i як вiн визначається з загального розв’язку
за початковими/крайовими умовами.

6. Пояснiть змiст початкової задачi: чому без початкових умов модель зазвичай не задає
конкретної траєкторiї процесу.

7. Опишiть структуру рiвнянь з роздiлюваними змiнними та логiку їх розв’язання.
8. Дайте означення лiнiйного диференцiального рiвняння першого порядку та пояснiть,

у чому полягає його «лiнiйнiсть».
9. Пояснiть вiдмiннiсть однорiдного та неоднорiдного лiнiйного рiвняння першого по-

рядку.
10. Пояснiть (якiсно) структуру лiнiйного рiвняння другого порядку зi сталими коефi-

цiєнтами та роль характеристичного рiвняння.
11. Опишiть, як за коренями характеристичного рiвняння визначається вигляд загаль-

ного розв’язку (дiйснi рiзнi, кратнi, комплексно-спряженi).
12. Пояснiть, що називають системою диференцiальних рiвнянь та чому системи вини-

кають у моделях з кiлькома взаємодiючими змiнними.
13. Пояснiть, що означає «параметр моделi» та як його фiзичний/бiологiчний змiст впли-

ває на поведiнку розв’язку.
14. Пояснiть поняття стацiонарного стану (рiвноважного значення) та як його знаходять

з рiвняння.
15. Пояснiть (якiсно) iдею стiйкостi стацiонарного стану: що означає повернення/неповернення

до рiвноваги пiсля малого збурення.
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Питання для самоконтролю

1. Як за виглядом рiвняння швидко встановити його порядок i чи є воно звичайним
або у частинних похiдних?

2. Чому для рiвняння першого порядку зазвичай достатньо однiєї початкової умови, а
для другого порядку — двох?

3. Якi типовi помилки трапляються при роздiленнi змiнних (зокрема пiд час перенесе-
ння множникiв i запису диференцiалiв)?

4. Як перевiрити правильнiсть знайденого розв’язку пiдстановкою у вихiдне рiвняння?
5. Чому у розв’язках експоненцiйного типу важливий знак коефiцiєнта в показнику?
6. Як за розв’язком вигляду y(t) = y0e

−t/τ iнтерпретувати параметр τ як характерний
час процесу?

7. У чому рiзниця мiж загальним розв’язком i розв’язком конкретної задачi з початко-
вими умовами?

8. Як з лiнiйного рiвняння y′ + p(x)y = q(x) отримати рiвняння для вiдхилення вiд
стацiонарного стану, якщо стацiонарний стан iснує?

9. Що означає «стала виведення» або «коефiцiєнт елiмiнацiї» у найпростiшiй фарма-
кокiнетичнiй моделi?

10. Якi ознаки вказують, що систему рiвнянь можна звести до одного рiвняння бiльшого
порядку (якiсно)?

11. Чому в системах другого порядку часто з’являються коливальнi режими, i що озна-
чають синуси та косинуси у розв’язку?

12. Якi параметри у моделi визначають швидкiсть зростання/спаду популяцiї або кон-
центрацiї?

13. Як iнтерпретувати член виду −βn2 у рiвняннях для популяцiй як наслiдок самогаль-
мування/обмеженостi ресурсiв?

14. Чому в рiвняннях дифузiї принципово з’являється друга похiдна за координатою?
15. Якi данi (типово) потрiбно знати, щоб параметри моделi були визначенi однозначно?

Задачi для самостiйного розв’язання

1. (Роздiлюванi змiннi; спад тиску) Тиск кровi пiд час дiастоли описано рiвнянням

dp

dt
= − p

kX
,

де k > 0 — еластичнiсть стiнок судин, X > 0 — гiдравлiчний опiр, t — час.
(а) Знайдiть загальний розв’язок p(t).
(б) Знайдiть частинний розв’язок за початковою умовою p(0) = p0.
(в) Вкажiть, як залежить характерний час спаду вiд параметрiв k та X (якiсно, без

числових пiдстановок).
2. (Закон радiоактивного розпаду) Зменшення числа ядер N(t) описується рiвня-

нням
dN = −λN dt, λ > 0.

(а) Запишiть рiвняння у виглядi похiдної dN
dt

та знайдiть загальний розв’язок.
(б) Знайдiть частинний розв’язок за умовою N(0) = N0.
(в) Пояснiть, як змiнюється N(t) при збiльшеннi λ (якiсно).

3. (Найпростiша фармакокiнетика при iнфузiї) При безперервному введеннi пре-
парату зi сталою швидкiстю q змiна його кiлькостi m(t) у кровi описується рiвнянням

dm

dt
= q − km, k > 0,
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за початкової умови m(0) = 0.
(а) Знайдiть розв’язок m(t).
(б) Знайдiть стацiонарне значення m∗ (рiвноважний рiвень) i покажiть, що m(t) →

m∗ при t → ∞.
(в) Запишiть розв’язок для вiдхилення ∆m(t) = m∗ − m(t) та опишiть характер

спаду ∆m(t) (якiсно).
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Самостiйна робота № 4
Тема: Випадковi величини. Ймовiрнiсть подiй. Дискретнi та неперервнi розподiли. Чи-
словi характеристики розподiлу.

Мета: Закрiпити базовi поняття теорiї ймовiрностей (випадкова подiя, вiдносна часто-
та, ймовiрнiсть); навчитися застосовувати теореми складання та множення ймовiрностей,
формулу повної ймовiрностi й теорему Байєса; сформувати навички роботи з дискретними
та неперервними випадковими величинами, їх законами розподiлу та числовими характе-
ристиками (математичне сподiвання, дисперсiя, стандартне вiдхилення); iнтерпретувати
результат у задачах медико-бiологiчного профiлю.

Основнi поняття: випадкова подiя; вiдносна частота; ймовiрнiсть; несумiснi та сумiснi
подiї; незалежнi та залежнi подiї; умовна ймовiрнiсть; теореми складання й множення ймо-
вiрностей; формула повної ймовiрностi; теорема Байєса; випадкова величина; дискретна та
неперервна випадкова величина; закон розподiлу; ряд розподiлу; многокутник розподiлу;
функцiя розподiлу; щiльнiсть розподiлу; математичне сподiвання; дисперсiя; стандартне
вiдхилення; медiана; мода; коефiцiєнт варiацiї.

Теоретичнi питання

1. Дайте означення випадкової подiї та пояснiть, чому вона характеризується не «на-
слiдком», а мiрою можливостi настання.

2. Пояснiть змiст вiдносної частоти W (A) = m
n

та її вiдмiннiсть вiд ймовiрностi.
3. Дайте означення ймовiрностi як границi вiдносної частоти та пояснiть роль великої

кiлькостi випробувань.
4. Пояснiть рiзницю мiж несумiсними та сумiсними подiями. Наведiть формули для

P (A+B) в обох випадках.
5. Дайте означення незалежностi подiй та сформулюйте теорему множення ймовiрно-

стей для незалежних подiй.
6. Дайте означення умовної ймовiрностi P (B|A) та сформулюйте теорему множення

для залежних подiй.
7. Сформулюйте формулу повної ймовiрностi та пояснiть, що називають повною систе-

мою гiпотез.
8. Сформулюйте теорему Байєса та пояснiть, як вона переоцiнює ймовiрностi гiпотез

пiсля отримання подiї-ознаки.
9. Дайте означення випадкової величини та пояснiть, чим вона вiдрiзняється вiд ви-

падкової подiї.
10. Пояснiть рiзницю мiж дискретною та неперервною випадковою величиною.
11. Пояснiть, що означає «закон розподiлу» i в яких формах вiн може бути заданий

(таблиця, функцiя розподiлу, щiльнiсть).
12. Запишiть умову нормування для дискретного розподiлу та пояснiть її змiст.
13. Пояснiть, що таке ряд розподiлу та многокутник розподiлу, i яку iнформацiю вони

несуть.
14. Дайте означення математичного сподiвання для дискретної випадкової величини та

пояснiть його як «середнiй рiвень» за великої кiлькостi реалiзацiй.
15. Дайте означення дисперсiї та стандартного вiдхилення i пояснiть їх роль як мiр

варiабельностi.

10



Питання для самоконтролю

1. Чому вiдносна частота є випадковою величиною, а ймовiрнiсть — нi (у класичнiй
постановцi)?

2. У яких випадках можна безпосередньо застосувати P (AB) = P (A)P (B), а коли не-
обхiдно використовувати P (AB) = P (A)P (B|A)?

3. Як перевiрити незалежнiсть подiй за їхнiми ймовiрностями?
4. Як змiнюється формула P (A+B), якщо подiї є сумiсними?
5. Навiщо у формулi Байєса потрiбен знаменник P (A) i як його обчислюють на пра-

ктицi?
6. Чому для неперервної величини ймовiрнiсть «точного значення» дорiвнює нулю?
7. Як з таблицi дискретного розподiлу обчислити M(X) i D(X)?
8. Чому дисперсiя вимiрюється в «квадратi одиниць», а стандартне вiдхилення — в тих

самих одиницях, що й X?
9. За якою ознакою мода, медiана та математичне сподiвання можуть не збiгатися?

10. Який змiст має коефiцiєнт варiацiї i чому його коректно використовувати лише за
ненульового M(X)?

11. Як iнтерпретувати P (B|A) у задачi дiагностики або тестування?
12. Чому теорема Байєса без попереднiх ймовiрностей P (Hi) не дає коректної оцiнки?
13. Як змiнюється «апостерiорна» ймовiрнiсть гiпотези при збiльшеннi точностi тесту

(якiсно)?
14. Якi типовi помилки трапляються при пiдстановцi чисел у формулу Байєса?
15. У яких задачах медико-бiологiчного профiлю природно описувати результат як ви-

падкову величину, а не як подiю?

Задачi для самостiйного розв’язання

1. (Теореми складання для сумiсних подiй) Iмовiрнiсть захворювання A дорiв-
нює P (A) = 0.12, iмовiрнiсть захворювання B дорiвнює P (B) = 0.08, а iмовiрнiсть
одночасної наявностi обох захворювань — P (AB) = 0.03. Знайдiть iмовiрнiсть того,
що в пацiєнта є хоча б одне з цих захворювань, тобто P (A+B).

2. (Формула повної ймовiрностi та Байєс) Нехай захворювання H у популяцiї тра-
пляється з iмовiрнiстю P (H) = 0.02. Дiагностичний тест має чутливiсть P (T+|H) =
0.95 та специфiчнiсть P (T−|H) = 0.90.
(а) Знайдiть P (T+) за формулою повної ймовiрностi.
(б) Знайдiть iмовiрнiсть наявностi захворювання за позитивного тесту P (H|T+) за

теоремою Байєса.
3. (Дискретна випадкова величина; числовi характеристики) Випадкова вели-

чина X — кiлькiсть позитивних результатiв у серiї з трьох незалежних проб, має
розподiл:

X 0 1 2 3
p 0.20 0.50 0.25 0.05

(а) Перевiрте умову нормування
∑

pi = 1.
(б) Обчислiть математичне сподiвання M(X).
(в) Обчислiть дисперсiю D(X) та стандартне вiдхилення σ(X).
(г) Вкажiть моду розподiлу.
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Самостiйна робота № 5
Тема: Функцiя розподiлу ймовiрностей. Квантилi, медiана, квартилi. Мiжквартильний
розмах.

Мета: Закрiпити поняття функцiї розподiлу F (x) як унiверсального способу задання
закону розподiлу; навчитися обчислювати ймовiрностi потрапляння випадкової величини
в iнтервал через рiзницю значень F ; сформувати навички побудови функцiї розподiлу
для дискретної випадкової величини та iнтерпретацiї її як схiдчастої функцiї; навчитися
знаходити медiану та квантилi (зокрема квартилi) за функцiєю розподiлу; обчислювати
мiжквартильний розмах як мiру варiабельностi.

Основнi поняття: дискретна та неперервна випадкова величина; закон розподiлу;
функцiя розподiлу F (x); властивостi F (x); ймовiрнiсть потрапляння в iнтервал через F ;
квантиль рiвня p; медiана; квартилi Q1, Q2, Q3; мiжквартильний розмах IQR; iнтерпрета-
цiя «центрального» iнтервалу за квартилями.

Теоретичнi питання

1. Дайте означення функцiї розподiлу F (x) та пояснiть, чому вона є найбiльш загаль-
ною формою задання закону розподiлу.

2. Перелiчiть основнi властивостi F (x) (обмеженiсть, неспаднiсть, граничнi значення
при x → ±∞).

3. Пояснiть, як обчислюють P (a ≤ X < b) за допомогою F (x) i чому виникає рiзниця
F (b)− F (a).

4. Опишiть вигляд F (x) для дискретної випадкової величини та пояснiть, чому вона є
схiдчастою.

5. Опишiть зв’язок мiж F (x) та рядом розподiлу {(xi, pi)} у дискретному випадку.
6. Дайте означення квантиля рiвня p та пояснiть його iнтерпретацiю як «порогового»

значення розподiлу.
7. Дайте означення медiани як 0.5-квантиля та пояснiть її змiст як точки, що дiлить

розподiл на двi рiвнi за ймовiрнiстю частини.
8. Дайте означення квартилiв Q1, Q2, Q3 та пояснiть їх iнтерпретацiю.
9. Пояснiть, що таке мiжквартильний розмах IQR = Q3 − Q1 та чому це мiра варiа-

бельностi, стiйка до крайнiх значень.
10. Пояснiть, як за Q1 та Q3 задається «центральний» iнтервал, що мiстить 50% маси

розподiлу.
11. Пояснiть вiдмiннiсть мiж «знайти квантиль за F» та «знайти F за законом розподi-

лу».
12. Якi труднощi виникають при визначеннi квантиля в дискретному розподiлi та як їх

коректно узгоджують (якiсно)?

Питання для самоконтролю

1. Як перевiрити, що запропонована функцiя може бути функцiєю розподiлу (якi обов’язковi
ознаки)?

2. Чому F (x) не може спадати?
3. Чому 0 ≤ F (x) ≤ 1 для всiх x?
4. Чому для дискретного розподiлу F (x) має розриви (стрибки)?
5. Як пов’язаний розмiр стрибка F (x) у точцi xi з iмовiрнiстю P (X = xi)?
6. Як обчислити P (X ≥ a) через F (x) (якiсно, без доведення)?
7. Як знайти медiану у дискретному розподiлi за таблицею ймовiрностей?
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8. Як знайти Q1 та Q3 у дискретному розподiлi за накопиченими ймовiрностями?
9. Чим вiдрiзняється мода вiд медiани з точки зору визначень?

10. Чому IQR часто застосовують разом з медiаною як «робастний» опис розподiлу?
11. Як iнтерпретувати випадок, коли медiана не є єдиним значенням (допустимий iн-

тервал медiан)?
12. Якi типовi помилки трапляються при обчисленнi P (a ≤ X < b) через F (b)− F (a)?
13. Як поводиться F (x) при x → −∞ та при x → +∞ i чому це важливо?
14. Чому не можна плутати F (x) = P (X < x) i P (X = x)?
15. Якi величини (медiана, квартилi, IQR) є характеристиками положення, а якi — ва-

рiабельностi?

Задачi для самостiйного розв’язання

1. (Побудова F (x) для дискретної величини; ймовiрнiсть iнтервалу) Дискретна
випадкова величина X задана рядом розподiлу:

X 0 1 2 3 4
p 0.10 0.20 0.35 0.25 0.10

(а) Побудуйте функцiю розподiлу F (x) = P (X < x) у виглядi кусочно-заданої
схiдчастої функцiї.

(б) Знайдiть P (1 ≤ X < 4) через F (x).
2. (Квантилi, медiана, квартилi) Дискретна випадкова величина Y має розподiл:

Y 1 2 3 5
p 0.30 0.25 0.35 0.10

(а) Побудуйте FY (y) = P (Y < y).
(б) Знайдiть медiану Me (0.5-квантиль).
(в) Знайдiть квартилi Q1 та Q3.
(г) Обчислiть мiжквартильний розмах IQR.

3. (Знаходження ймовiрностей за заданою F (x)) Функцiя розподiлу випадкової
величини Z задана:

FZ(z) =


0, z ≤ 0,

0.20, 0 < z ≤ 1,

0.65, 1 < z ≤ 3,

1, z > 3.

(а) Знайдiть P (Z < 1), P (Z < 3).
(б) Знайдiть P (0 ≤ Z < 3).
(в) Знайдiть медiану Me та квартилi Q1, Q3.

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна

1. Грузєва Т.С., Лехан В.М., Огнєв В.А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:
Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л.Н., Прокопченко О. Є. Вища математика i статистика. Частина I:
Математичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв).
— Запорiжжя, 2019. — 118 с.
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Самостiйна робота № 6
Тема: Функцiя щiльностi розподiлу. Неперервнi випадковi величини. Ймовiрностi та чи-
словi характеристики за щiльнiстю.

Мета: Закрiпити поняття неперервної випадкової величини та способи задання її за-
кону розподiлу через функцiю щiльностi f(x); навчитися використовувати умову норму-
вання та обчислювати ймовiрностi потрапляння в iнтервали як iнтеграли вiд щiльностi;
сформувати навички переходу мiж функцiєю розподiлу F (x) та щiльнiстю f(x); обчи-
слювати числовi характеристики неперервної випадкової величини (моду, математичне
сподiвання, дисперсiю) та iнтерпретувати їх у задачах медико-бiологiчного профiлю.

Основнi поняття: неперервна випадкова величина; закон розподiлу; функцiя розпо-
дiлу F (x); функцiя щiльностi розподiлу f(x); крива розподiлу; умова нормування; ймо-
вiрнiсть iнтервалу як iнтеграл; мода; математичне сподiвання; дисперсiя; стандартне вiд-
хилення (як похiдна характеристика).

Теоретичнi питання

1. Пояснiть, чому для неперервної випадкової величини зручно задавати закон розпо-
дiлу через щiльнiсть f(x), а не через таблицю значень.

2. Дайте означення щiльностi розподiлу f(x) як похiдної вiд функцiї розподiлу F (x) та
пояснiть змiст спiввiдношення f(x) = F ′(x).

3. Сформулюйте та пояснiть властивостi щiльностi: невiд’ємнiсть f(x) ≥ 0 та умову
нормування

∫∞
−∞ f(x) dx = 1.

4. Пояснiть геометричний змiст умови нормування як площi пiд кривою розподiлу.
5. Запишiть зв’язок мiж F (x) та f(x) у виглядi iнтеграла F (x) =

∫ x

−∞ f(t) dt та пояснiть
його змiст.

6. Пояснiть, чому для неперервної величини ймовiрнiсть точного значення дорiвнює
нулю, i чому коректно працювати з iнтервалами.

7. Запишiть формулу для P (a ≤ X ≤ b) через щiльнiсть та пояснiть, чому iнтеграл
вiдповiдає ймовiрностi.

8. Дайте означення моди як точки максимуму f(x) (за наявностi максимуму) i пояснiть
її iнтерпретацiю.

9. Запишiть формулу математичного сподiвання M(X) =
∫∞
−∞ xf(x) dx та пояснiть його

змiст як «центру мас» кривої щiльностi.
10. Запишiть формулу дисперсiї через центральний момент D(X) =

∫
(x−M(X))2f(x) dx

та еквiвалентну формулу через M(X) i
∫
x2f(x) dx.

11. Пояснiть, чому дисперсiя характеризує розсiювання значень навколо M(X).
12. Опишiть роль симетрiї щiльностi вiдносно точки x = a для визначення M(X) та

медiани (якiсно).
13. Пояснiть, як перевiряють, що задана функцiя може бути щiльнiстю (ознаки та пе-

ревiрки).
14. Пояснiть, як з вiдомої f(x) побудувати F (x) i як з вiдомої F (x) отримати f(x).
15. Пояснiть, у чому вiдмiннiсть мiж «кривою розподiлу» та «функцiєю розподiлу» (за

змiстом i графiчно).

Питання для самоконтролю

1. Якi двi умови є обов’язковими для щiльностi f(x)?
2. Чому iнтеграл

∫ b

a
f(x) dx iнтерпретується як ймовiрнiсть, а не як «значення фун-

кцiї»?
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3. Чому F (x) є неспадною функцiєю, якщо f(x) ≥ 0?
4. Як знайти P (X > b) через F (b) (якiсно)?
5. Як знайти P (a < X < b) через F (a) та F (b) (якiсно)?
6. У чому типова помилка при застосуваннi умови нормування для частково-заданих

f(x)?
7. Як за графiком щiльностi визначити моду?
8. Який змiст має симетрiя щiльностi вiдносно нуля для математичного сподiвання?
9. Чому дисперсiя має «квадратнi» одиницi, а стандартне вiдхилення має тi самi оди-

ницi, що й X?
10. Як перевiрити правильнiсть знайденого F (x): якi граничнi значення та властивостi

мають виконуватися?
11. Чому для неперервної величини P (X = a) = 0 не суперечить наявностi щiльностi в

точцi a?
12. Чому максимум щiльностi не обов’язково збiгається з математичним сподiванням

(якiсно)?
13. Якi умови забезпечують скiнченнiсть M(X) та D(X) (якiсно)?
14. Як iнтерпретувати «площу пiд кривою» на пiдiнтервалi як частку реалiзацiй у цьому

iнтервалi?
15. Якi данi (формально) достатнi, щоб вважати неперервну випадкову величину зада-

ною?

Задачi для самостiйного розв’язання

1. (Пiвколо як крива щiльностi; аналiтичний вираз) Нехай щiльнiсть f(x) задана
верхньою пiвокружнiстю радiуса R з центром у точцi (0, 0), розташованою над вiссю
Ox.
(а) Використовуючи умову нормування, знайдiть R.
(б) Запишiть аналiтичний вираз f(x) у виглядi кусочно-заданої функцiї на R.
(в) Перевiрте (формально), що f(x) ≥ 0 та

∫∞
−∞ f(x) dx = 1.

2. (Ймовiрностi за щiльнiстю) Неперервна випадкова величина X має щiльнiсть

f(x) =

{
c(1− x2), −1 ≤ x ≤ 1,

0, iнакше.

(а) Знайдiть сталий множник c з умови нормування.
(б) Обчислiть P (0 ≤ X ≤ 1).
(в) Обчислiть P (|X| ≤ 1/2).

3. (Числовi характеристики за щiльнiстю) Неперервна випадкова величина Y має
щiльнiсть

f(y) =

{
ky, 0 ≤ y ≤ 2,

0, iнакше.

(а) Знайдiть k з умови нормування.
(б) Знайдiть математичне сподiвання M(Y ).
(в) Знайдiть дисперсiю D(Y ).
(г) Знайдiть моду Mo (за означенням максимуму щiльностi на носiї розподiлу).
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Самостiйна робота № 7
Тема: Дискретнi розподiли ймовiрностей: бiномiальний, геометричний, негативний бiно-
мiальний, Пуассона, полiномiальний.

Мета: Засвоїти умови застосовностi основних дискретних розподiлiв у задачах медико-
бiологiчного профiлю; навчитися обирати адекватний закон розподiлу для моделi (бiномi-
альний, геометричний, негативний бiномiальний, Пуассона, полiномiальний) та iнтерпре-
тувати його параметри; сформувати навички обчислення ймовiрностей за вiдповiдними
формулами; закрiпити знання про математичне сподiвання та дисперсiю для кожного iз
законiв.

Основнi поняття: дискретна випадкова величина; розподiл Бернуллi; серiя незале-
жних випробувань; бiномiальний розподiл; геометричний розподiл; негативний бiномiаль-
ний розподiл; розподiл Пуассона; полiномiальний (мультиномiальний) розподiл; параме-
три n, p,m, λ; комбiнаторнi коефiцiєнти Cm

n ; математичне сподiвання; дисперсiя.

Теоретичнi питання

1. Пояснiть, якi умови необхiднi для застосування схеми незалежних випробувань Бер-
нуллi (незалежнiсть, сталiсть p, два наслiдки).

2. Дайте означення бiномiального розподiлу як розподiлу числа успiхiв у n незалежних
випробуваннях з iмовiрнiстю успiху p.

3. Запишiть функцiю ймовiрностей бiномiального розподiлу

P (X = m) = Cm
n pm(1− p)n−m,

та пояснiть змiст кожного множника.
4. Наведiть формули математичного сподiвання та дисперсiї бiномiального розподiлу

та пояснiть їх iнтерпретацiю.
5. Дайте означення геометричного розподiлу як розподiлу номера випробування, на

якому вперше настає успiх.
6. Запишiть функцiю ймовiрностей геометричного розподiлу

P (N = n) = (1− p)n−1p,

та пояснiть, чому показник дорiвнює n− 1.
7. Пояснiть вiдмiннiсть мiж геометричним розподiлом i негативним бiномiальним (пер-

ший успiх проти m-го успiху).
8. Дайте означення негативного бiномiального розподiлу як розподiлу числа випробу-

вань n, потрiбних для отримання рiвно m успiхiв.
9. Запишiть функцiю ймовiрностей негативного бiномiального розподiлу

P (N = n) = Cm−1
n−1 p

m(1− p)n−m,

та пояснiть комбiнаторний множник Cm−1
n−1 .

10. Наведiть формули M(N) та D(N) для геометричного й негативного бiномiального
розподiлiв та пояснiть, як змiнюються цi характеристики при змiнi p.

11. Дайте означення розподiлу Пуассона як моделi числа рiдкiсних подiй за фiксований
iнтервал за вiдомого середнього числа подiй λ.

12. Запишiть формулу Пуассона

P (X = m) =
λm

m!
e−λ,

та пояснiть роль параметра λ.
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13. Пояснiть, чому для розподiлу Пуассона математичне сподiвання i дисперсiя однаковi
та дорiвнюють λ.

14. Пояснiть, за яких умов бiномiальний розподiл наближається розподiлом Пуассона
(якiсно: велике n, мале p за фiксованого λ = np).

15. Дайте означення полiномiального розподiлу як узагальнення бiномiального для k
можливих наслiдкiв з iмовiрностями p1, . . . , pk.

16. Запишiть формулу полiномiального розподiлу

P (m1, . . . ,mk) =
n!

m1! · · ·mk!
pm1
1 · · · pmk

k ,

k∑
i=1

mi = n,

та пояснiть змiст обмеження
∑

mi = n.
17. Пояснiть, у чому полягає модельний змiст параметрiв n, p, λ у медико-бiологiчних

iнтерпретацiях.
18. Пояснiть, чому некоректний вибiр розподiлу призводить до систематичних помилок

у висновках (якiсно).

Питання для самоконтролю

1. Який розподiл обирають, якщо цiкавить число успiхiв у фiксованiй кiлькостi випро-
бувань?

2. Який розподiл обирають, якщо цiкавить номер випробування, на якому вiдбувся
перший успiх?

3. Який розподiл обирають, якщо цiкавить кiлькiсть випробувань до m-го успiху?
4. Який розподiл доцiльний для моделювання числа «рiдкiсних» подiй за фiксований

час/площу/об’єм?
5. Як перевiрити, що для бiномiальної моделi припущення про сталiсть p є прийнятним?
6. Якi параметри входять у формулу бiномiального розподiлу i що вони означають?
7. Що означає параметр λ у розподiлi Пуассона i як його iнтерпретувати?
8. Чому умова λ = np є принциповою при пуассонiвському наближеннi бiномiального

розподiлу?
9. Чим вiдрiзняється випадкова величина «кiлькiсть подiй» вiд «часу/номера до подiї»

у контекстi вибору моделi?
10. Чому для геометричного розподiлу очiкувана кiлькiсть випробувань зменшується

при зростаннi p?
11. У чому полягає комбiнаторний змiст коефiцiєнта Cm

n ?
12. Якi величини є математичним сподiванням i дисперсiєю для бiномiального розподi-

лу?
13. Якi величини є математичним сподiванням i дисперсiєю для розподiлу Пуассона?
14. Яка принципова рiзниця мiж двома ситуацiями: «у n пробах знайти m позитивних»

i «досягти m позитивних, рахуючи кiлькiсть проб»?
15. Наведiть приклад задачi, де природним є полiномiальний розподiл (кiлька категорiй

результату).

Задачi для самостiйного розв’язання

1. (Бiномiальний розподiл) Iмовiрнiсть позитивного результату лабораторної проби
дорiвнює p = 0.30. Проведено n = 8 незалежних проб. Знайдiть iмовiрнiсть того, що
позитивний результат буде отримано рiвно m = 3 рази.
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2. (Розподiл Пуассона) Середня кiлькiсть випадкiв певної рiдкiсної подiї за одиницю
часу дорiвнює λ = 2.5. Знайдiть iмовiрнiсть того, що за цей iнтервал вiдбудеться
рiвно m = 4 подiї.

3. (Геометричний розподiл) Iмовiрнiсть успiшного виявлення потрiбного зразка в
однiй пробi дорiвнює p = 0.20. Проби є незалежними. Знайдiть iмовiрнiсть того, що
перший успiх настане у n = 5-й пробi.

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна

1. Грузєва Т.С., Лехан В.М., Огнєв В.А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:
Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л.Н., Прокопченко О. Є. Вища математика i статистика. Частина I:
Математичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв).
— Запорiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В.А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. —
Житомир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя
ймовiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова

1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В.О., Чалий О.В. Вища математика.
— Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.

2. Свердан П.Л. Бiометрiя. Теорiя наукових дослiджень: пiдручник. — Київ: Знання,
2010. — 440 с.

3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В.О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014.
— 464 с.
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Самостiйна робота № 8
Тема: Неперервнi розподiли ймовiрностей: рiвномiрний, експонентний, нормальний (у то-
му числi стандартизований).

Мета: Засвоїти базовi неперервнi закони розподiлу, що застосовуються для моделю-
вання медико-бiологiчних даних; навчитися розпiзнавати ситуацiї, у яких доцiльнi рiв-
номiрний, експонентний або нормальний розподiли; закрiпити вмiння працювати з фун-
кцiєю щiльностi f(x) та функцiєю розподiлу F (x); навчитися обчислювати ймовiрностi
потрапляння у промiжок та знаходити числовi характеристики (математичне сподiван-
ня, дисперсiю) для типових неперервних моделей; опанувати стандартне нормування та
iнтерпретацiю z-оцiнок у нормальному розподiлi.

Основнi поняття: неперервна випадкова величина; щiльнiсть розподiлу f(x); функцiя
розподiлу F (x); рiвномiрний розподiл U(a, b); експонентний розподiл Exp(λ); параметр
iнтенсивностi λ; нормальний розподiл N(µ, σ2); стандартизований нормальний розподiл
N(0, 1); стандартне нормування Z = (X − µ)/σ; симетрiя нормальної кривої; правило
iнтервалiв; квантиль.

Теоретичнi питання

1. Пояснiть, що означає неперервнiсть випадкової величини та чому для неперервного
розподiлу виконується P (X = x) = 0 для будь-якого фiксованого x.

2. Дайте означення функцiї щiльностi f(x) та функцiї розподiлу F (x) i запишiть їх
зв’язок:

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt.

3. Сформулюйте умови, яким має задовольняти щiльнiсть f(x) (невiд’ємнiсть, норму-
вання):

f(x) ≥ 0,

∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1.

4. Запишiть формулу для ймовiрностi потрапляння у промiжок через щiльнiсть:

P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

f(x) dx,

та пояснiть її змiст.
5. Дайте означення рiвномiрного розподiлу на [a, b] та запишiть його щiльнiсть:

f(x) =
1

b− a
для x ∈ [a, b], f(x) = 0 поза [a, b].

6. Пояснiть, чому для рiвномiрного розподiлу всi пiдiнтервали однакової довжини ма-
ють однаковi ймовiрностi.

7. Запишiть формули математичного сподiвання i дисперсiї рiвномiрного розподiлу:

M(X) =
a+ b

2
, D(X) =

(b− a)2

12
,

та пояснiть їх iнтерпретацiю.
8. Дайте означення експонентного розподiлу Exp(λ) та запишiть його щiльнiсть:

f(x) = λe−λx для x ≥ 0, f(x) = 0 для x < 0.
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9. Запишiть функцiю розподiлу експонентного закону:

F (x) = 1− e−λx для x ≥ 0,

та пояснiть, як iз неї отримують ймовiрнiсть P (X > t).
10. Наведiть формули математичного сподiвання та дисперсiї експонентного розподiлу:

M(X) =
1

λ
, D(X) =

1

λ2
,

та пояснiть роль параметра λ.
11. Пояснiть модельний змiст експонентного закону як моделi «часу до подiї» (якiсно:

концентрацiя ймовiрностi бiля малих часiв при великих λ).
12. Дайте означення нормального розподiлу N(µ, σ2) та запишiть його щiльнiсть:

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−µ)2

2σ2 .

13. Пояснiть геометричнi властивостi нормальної кривої: симетрiя вiдносно x = µ, наяв-
нiсть єдиного максимуму, вплив σ на «ширину» кривої.

14. Пояснiть сенс параметрiв µ та σ (центрування i масштаб) у медико-бiологiчних iн-
терпретацiях.

15. Дайте означення стандартизованого нормального розподiлу та запишiть перехiд до
нього:

Z =
X − µ

σ
, Z ∼ N(0, 1).

16. Пояснiть, як за допомогою стандартизацiї зводять обчислення ймовiрностей для
N(µ, σ2) до табличних значень для N(0, 1).

17. Запишiть загальну формулу для ймовiрностi промiжку у нормальному законi через
стандартизацiю:

P (a ≤ X ≤ b) = P

(
a− µ

σ
≤ Z ≤ b− µ

σ

)
.

18. Пояснiть, у чому полягає рiзниця мiж «вибором моделi розподiлу» та «пiдстановкою
чисел у формулу» (якiсно: припущення визначають коректнiсть висновку).

Питання для самоконтролю

1. Чим вiдрiзняються f(x) i F (x) та як перейти вiд однiєї до iншої?
2. Яка ймовiрнiсть потрапляння у промiжок через F (x)?

P (a ≤ X < b) = F (b)− F (a).

3. Коли доцiльно використовувати рiвномiрний розподiл i який його ключовий змiсто-
вий критерiй?

4. Чому експонентний розподiл природний для моделювання «часу очiкування до по-
дiї»?

5. Яку роль вiдiграє параметр λ в експонентному законi?
6. Якi параметри визначають нормальний розподiл i як вони впливають на форму

щiльностi?
7. Що означає стандартизацiя та навiщо вводять змiнну Z?
8. Якi обчислювальнi задачi найчастiше розв’язують для неперервних розподiлiв (про-

мiжок, хвiст, квантиль)?
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9. Чому для неперервної величини немає сенсу говорити про P (X = x) як про «нену-
льову ймовiрнiсть»?

10. У чому рiзниця мiж «ймовiрнiстю на iнтервалi» та «значенням щiльностi в точцi»?
11. Як якiсно перевiрити, чи може нормальний розподiл бути адекватним для даних

(симетрiя, одновершиннiсть)?
12. Який розподiл з наведених є симетричним, а якi — нi?
13. Як за графiком щiльностi вiдрiзнити рiвномiрний закон вiд нормального?
14. Як змiниться форма нормальної кривої при збiльшеннi σ?
15. Як змiниться форма експонентної кривої при збiльшеннi λ?

Задачi для самостiйного розв’язання

1. (Рiвномiрний розподiл) Нехай випадкова величина X рiвномiрно розподiлена на
вiдрiзку [a, b], де a = 2, b = 8. Знайдiть:
(а) ймовiрнiсть P (3 ≤ X ≤ 5);
(б) математичне сподiвання M(X);
(в) дисперсiю D(X).

2. (Експонентний розподiл) Час очiкування подiї T має експонентний розподiл з
параметром λ = 0.4. Знайдiть:
(а) ймовiрнiсть P (T ≤ 5);
(б) ймовiрнiсть P (T > 3);
(в) математичне сподiвання M(T ) та дисперсiю D(T ).

3. (Нормальний розподiл i стандартизацiя) Нехай X ∼ N(µ, σ2), де µ = 70, σ = 10.
Знайдiть стандартизованi межi (тобто вiдповiднi z-значення) для подiй:
(а) X ≤ 85;
(б) 60 ≤ X ≤ 90;
(в) X ≥ 50.

(У вiдповiдях подайте значення меж у виглядi чисел z = (x−µ)/σ; обчислення самих
ймовiрностей не є обов’язковим, якщо таблиця N(0, 1) не використовується.)

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна
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Математичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв).
— Запорiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В.А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. —
Житомир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя
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3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
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манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014.
— 464 с.
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Самостiйна робота № 9
Тема: Розподiли статистик вибiрки: χ2-, t- та F -розподiли. Ступенi свободи. Довiрчi iн-
тервали та перевiрка гiпотез.

Мета: Сформувати чiтке розумiння, якi розподiли мають базовi вибiрковi статистики
у класичнiй математичнiй статистицi; навчитися пов’язувати нормальну модель iз χ2-, t-
та F -розподiлами; опанувати поняття ступенiв свободи як «кiлькостi незалежних випад-
кових компонентiв» у статистицi; закрiпити вмiння будувати довiрчi iнтервали для мате-
матичного сподiвання та дисперсiї i розумiти, чому саме цi розподiли стоять пiд капотом
критерiїв Стьюдента, Фiшера та iнтервалiв для σ2.

Основнi поняття: вибiрка X1, . . . , Xn; вибiркове середнє X̄; вибiркова дисперсiя S2;
ступенi свободи ν; χ2(ν); t(ν); F (ν1, ν2); центральнi та нецентральнi статистики; критичне
значення (квантиль) tα,ν , χ2

α,ν , Fα;ν1,ν2 ; довiрчий iнтервал; рiвень значущостi α; двосторон-
нiй iнтервал.

Теоретичнi питання

1. Пояснiть, що називають вибiрковою статистикою. Наведiть приклади: X̄, S2, S.
2. Дайте означення ступенiв свободи та пояснiть, чому для дисперсiї у нормальнiй

моделi виникає ν = n− 1, а не n.
3. Нехай Z1, . . . , Zν — незалежнi N(0, 1). Запишiть означення:

Y =
ν∑

i=1

Z2
i ∼ χ2(ν),

та пояснiть, що «квадрати нормальних» дають χ2.
4. Запишiть математичне сподiвання i дисперсiю χ2(ν):

M(Y ) = ν, D(Y ) = 2ν,

та пояснiть, як вони змiнюються зi зростанням ν.
5. Сформулюйте стандартний результат для нормальної вибiрки X1, . . . , Xn ∼ N(µ, σ2):

якi статистики мають нормальний/хi-квадрат розподiл (якiсно: X̄ i S2), i чому це
фундаментально для iнтервалiв.

6. Запишiть класичну t-статистику для оцiнки µ при невiдомiй σ:

T =
X̄ − µ

S/
√
n
.

Пояснiть, за яких умов T ∼ t(n− 1).
7. Дайте означення t-розподiлу через незалежнi Z ∼ N(0, 1) та Y ∼ χ2(ν):

T =
Z√
Y/ν

∼ t(ν),

i пояснiть, що саме «додає хвости» порiвняно з нормальним законом.
8. Запишiть умови iснування математичного сподiвання та дисперсiї t(ν):

M(T ) = 0 (ν > 1), D(T ) =
ν

ν − 2
(ν > 2),

i пояснiть, чому при малих ν дисперсiя «розходиться».
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9. Пояснiть граничний перехiд t(ν) ⇒ N(0, 1) при ν → ∞ (якiсно: «невiдомiсть диспер-
сiї стає несуттєвою»).

10. Дайте означення F -розподiлу через незалежнi Y1 ∼ χ2(ν1), Y2 ∼ χ2(ν2):

F =
Y1/ν1
Y2/ν2

∼ F (ν1, ν2),

та пояснiть його роль у порiвняннi дисперсiй.
11. Запишiть, як у нормальнiй моделi пов’язана статистика вiдношення дисперсiй з F -

розподiлом (якiсно: S2
1

S2
2

пiсля масштабування).
12. Пояснiть, що таке критичне значення (квантиль) для t, χ2, F i як воно викори-

стовується в правилах прийняття рiшень.
13. Запишiть загальний вигляд двостороннього довiрчого iнтервалу для µ при невiдомiй

σ (через t-квантиль):

X̄ ± tα/2, n−1
S√
n
.

Пояснiть iнтерпретацiю параметрiв α, n− 1, S.
14. Запишiть форму довiрчого iнтервалу для дисперсiї σ2 у нормальнiй моделi (через

χ2-квантилi):
(n− 1)S2

χ2
1−α/2, n−1

≤ σ2 ≤ (n− 1)S2

χ2
α/2, n−1

.

15. Пояснiть, чому в iнтервалi для σ2 квантилi стоять «у знаменнику» i чому вони аси-
метричнi вiдносно центру.

Питання для самоконтролю

1. Чому для χ2-розподiлу параметр називають «ступенями свободи»?
2. Чому t-розподiл має важчi хвости, нiж N(0, 1)?
3. За яких умов можна замiнювати t-критерiй на нормальний (якiсно: великi n)?
4. Чому F -розподiл виникає при вiдношеннi двох оцiнок дисперсiї?
5. Якi типовi задачi в медицинi/бiологiї приводять до використання t-, χ2-, F -розподiлiв

(оцiнка середнього, оцiнка дисперсiї, порiвняння дисперсiй/варiабельностi)?
6. Що означає «двостороннiй» довiрчий iнтервал i чому в ньому фiгурує α/2?
7. Чому iнтервал для µ симетричний вiдносно X̄, а для σ2 — нi?
8. Що станеться зi шириною довiрчого iнтервалу для µ, якщо збiльшити n (якiсно)?
9. Як змiниться tα/2,ν при зростаннi ν (якiсно)?

10. Який розподiл застосовують для статистики узгодженостi (goodness-of-fit) i чому
саме його?

Задачi для самостiйного розв’язання

1. (Характеристики розподiлiв) Нехай випадкова величина Y ∼ χ2(ν), де ν = 10.
Знайдiть M(Y ) та D(Y ).

2. (t-розподiл) Нехай T ∼ t(ν), де ν = 10. Знайдiть M(T ) та D(T ) (якщо вони iсну-
ють).

3. (Ступенi свободи) Для вибiрки обсягу n = 15:
(а) скiльки ступенiв свободи має статистика, пов’язана з оцiнкою дисперсiї S2 у

нормальнiй моделi?
(б) який параметр ν використовують у t-розподiлi для iнтервалу середнього?
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4. (Довiрчий iнтервал для середнього, символiчно) Нехай X1, . . . , Xn — нормаль-
на вибiрка з невiдомими µ, σ2. Запишiть формулу двостороннього довiрчого iнтерва-
лу для µ рiвня надiйностi 1− α через X̄, S, n та t-квантиль.

5. (Довiрчий iнтервал для дисперсiї, символiчно) За тих самих умов запишiть
формулу двостороннього довiрчого iнтервалу для σ2 рiвня 1 − α через S2, n та χ2-
квантилi.

6. (F-розподiл: постановка) Нехай двi незалежнi нормальнi вибiрки мають обсяги
n1 i n2 та вибiрковi дисперсiї S2

1 , S2
2 .

(а) Запишiть статистику, яка у нульовiй гiпотезi σ2
1 = σ2

2 має F -розподiл.
(б) Вкажiть ступенi свободи (ν1, ν2) для цього F -розподiлу.

Контрольнi запитання

1. Що таке ступенi свободи i чому вони з’являються у статистичних розподiлах вибiр-
кових характеристик?

2. Для чого використовується t-розподiл i яка статистика має цей розподiл у нормальнiй
моделi?

3. Для чого використовується χ2-розподiл у задачах про дисперсiю та критерiї узго-
дженостi?

4. Коли застосовується F -розподiл i яка статистика приводить до нього?
5. Який зв’язок мiж нормальним розподiлом, χ2, t i F (якiсно: всi три будуються з

нормальних компонентiв)?

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна

1. Грузєва Т.С., Лехан В.М., Огнєв В.А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:
Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л.Н., Прокопченко О. Є. Вища математика i статистика. Частина I:
Математичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв).
— Запорiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В.А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. —
Житомир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя
ймовiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова

1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В.О., Чалий О.В. Вища математика.
— Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.

2. Свердан П.Л. Бiометрiя. Теорiя наукових дослiджень: пiдручник. — Київ: Знання,
2010. — 440 с.

3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В.О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014.
— 464 с.
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Самостiйна робота № 10
Тема: Варiацiйнi ряди. Полiгони та гiстограми. Емпiрична функцiя розподiлу та огiва.
Емпiрична щiльнiсть.

Мета: Навчитися виконувати первинну статистичну обробку вибiркових даних через
впорядкування, групування та графiчну репрезентацiю; будувати дискретнi й iнтервальнi
варiацiйнi ряди, полiгони частот/вiдносних частот, гiстограми, емпiричну функцiю розпо-
дiлу та огiву; iнтерпретувати цi об’єкти як емпiричнi наближення теоретичних розподiлiв.

Основнi поняття: вибiрка, варiацiйний ряд; частота mi, вiдносна частота pi = mi/n;
накопиченi частоти; iнтервали (класи) [ai, ai+1); ширина класу h; гiстограма; полiгон; ем-
пiрична функцiя розподiлу F ∗(x); огiва; емпiрична функцiя щiльностi (гiстограма щiль-
ностi).

Теоретичнi питання

1. Дайте означення варiацiйного ряду. Чим вiдрiзняється «просто впорядкована ви-
бiрка» вiд дискретного варiацiйного ряду (значення + частоти)?

2. Нехай значення вибiрки пiсля групування: x1 < · · · < xk з частотами m1, . . . ,mk.
Запишiть умови:

n =
k∑

i=1

mi, pi =
mi

n
,

k∑
i=1

pi = 1.

3. Пояснiть, що таке полiгон частот i полiгон вiдносних частот. Якi точки з’єднують
ламаною?

4. Дайте означення iнтервального варiацiйного ряду. Як обирають:

R = xmax − xmin, k, h ≈ R

k
?

5. Запишiть формулу Стерджеса для кiлькостi класiв:

k ≈ 1 + 3.322 lg(n),

та пояснiть, яку роль вiдiграє округлення (в бiльший/менший бiк).
6. Нехай iнтервали [ai, ai+1) i частоти mi. Як будують гiстограму частот та гiсто-

граму вiдносних частот?
7. Пояснiть рiзницю мiж «висотою стовпчика = частота» та «висотою стовпчика =

щiльнiсть». Запишiть щiльнiсть-частоту для класу:

f̂i =
mi

nh
.

8. Запишiть емпiричну функцiю розподiлу:

F ∗(x) =
nx

n
,

де nx = #{j : Xj < x}. Пояснiть, чому F ∗(x) є неспадною та чому вона має схiдча-
стий вигляд.

9. Сформулюйте властивостi F ∗(x), аналогiчнi до теоретичної F (x):

0 ≤ F ∗(x) ≤ 1, lim
x→−∞

F ∗(x) = 0, lim
x→+∞

F ∗(x) = 1.

10. Дайте означення огiви. Якi саме точки вiдкладають на площинi для побудови ку-
мулятивної кривої?

11. Пояснiть, як з огiви можна оцiнити медiану та квартилi (як емпiричнi квантили).
12. Чим вiдрiзняються полiгон/гiстограма як «форма розподiлу» вiд огiви як «накопи-

чення»?
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Питання для самоконтролю

1. Якi об’єкти будують для дискретних даних, а якi — для неперервних?
2. Чому надто мале k робить гiстограму грубою, а надто велике — шумною?
3. Що таке «накопичена вiдносна частота» i чому її останнє значення дорiвнює 1?
4. Чим вiдрiзняється емпiрична функцiя розподiлу вiд теоретичної?
5. Навiщо вводять гiстограму щiльностi f̂i = mi

nh
, а не обмежуються mi?

Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 1 (дискретний варiацiйний ряд, полiгон, огiва)

Дано згрупованi данi про кiлькiсть квiток на пагонi:

xi 1 2 3 4 5 6 7 8
mi 0 1 3 6 4 3 2 1

1. Обчислiть обсяг вибiрки n =
∑

mi.
2. Обчислiть вiдноснi частоти pi = mi/n.
3. Обчислiть накопиченi вiдноснi частоти

F ∗(xi) =
∑
xj<xi

pj або F ∗(xi+1) =
∑
j≤i

pj,

залежно вiд прийнятої конвенцiї (узгодьте її в записах i не змiнюйте в серединi
розв’язку).

4. Побудуйте полiгон вiдносних частот (точки (xi, pi)).
5. Побудуйте огiву (точки (xi, накопичена частота)).

Задача 2 (емпiрична функцiя розподiлу з дискретного ряду)

Для даного в задачi 1 дискретного ряду:
1. Запишiть F ∗(x) як схiдчасту функцiю (за означенням F ∗(x) = #{Xj < x}/n).
2. Знайдiть значення F ∗(4), F ∗(5), F ∗(9).
3. За F ∗(x) визначте емпiричну медiану Me∗ як найменше x, для якого F ∗(x) ≥ 0.5

(або iншу чiтко вказану конвенцiю).

Задача 3 (iнтервальний варiацiйний ряд i гiстограма: алгоритм)

Нехай задано вибiрку неперервних даних X1, . . . , Xn (данi конкретно не наводяться).
1. Запишiть алгоритм побудови iнтервального варiацiйного ряду:

xmin, xmax, R = xmax − xmin, k, h ≈ R/k, [a1, a2), . . . , [ak, ak+1),

пiдрахунок mi.
2. Запишiть формули для висот стовпчикiв:

(а) гiстограма частот: mi,
(б) гiстограма вiдносних частот: mi

n
,

(в) гiстограма щiльностi: f̂i =
mi

nh
.

3. Пояснiть (коротко, але математично), чому при використаннi f̂i виконується норму-
вання за площею:

k∑
i=1

f̂i h =
k∑

i=1

mi

nh
h =

1

n

k∑
i=1

mi = 1.
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Контрольнi запитання

1. Чим вiдрiзняється гiстограма вiд полiгону i коли застосовують кожну з них?
2. Що показує огiва (кумулятивна крива) i як її iнтерпретувати?
3. Як обрати кiлькiсть iнтервалiв k для гiстограми та яку роль вiдiграє формула Стер-

джеса?

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна

1. Грузєва Т.С., Лехан В.М., Огнєв В.А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:
Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л.Н., Прокопченко О. Є. Вища математика i статистика. Частина I:
Математичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв).
— Запорiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В.А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. —
Житомир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя
ймовiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова

1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В.О., Чалий О.В. Вища математика.
— Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.

2. Свердан П.Л. Бiометрiя. Теорiя наукових дослiджень: пiдручник. — Київ: Знання,
2010. — 440 с.

3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В.О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014.
— 464 с.
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Самостiйна робота № 11
Тема: Оцiнювання параметрiв розподiлу. Точковi та iнтервальнi оцiнки. Довiрчi iнтервали
для µ i σ2 (нормальна модель).

Мета: Навчитися будувати точковi оцiнки параметрiв генеральної сукупностi за ви-
бiркою та конструювати довiрчi iнтервали для математичного сподiвання i дисперсiї; ро-
зумiти роль репрезентативностi, обсягу вибiрки, рiвня значущостi α та ступенiв свободи.

Основнi поняття: генеральна сукупнiсть, вибiрка, репрезентативнiсть; параметр µ, σ2;
точкова оцiнка; незмiщенiсть; вибiркове середнє x̄; вибiркова дисперсiя s2; довiрчий iнтер-
вал; надiйна ймовiрнiсть 1− α; квантиль; t-розподiл; χ2-розподiл; ступенi свободи ν.

Теоретичнi питання

1. Дайте означення генеральної сукупностi та вибiрки. Що означає вимога репре-
зентативностi вибiрки i чому вона критична для коректностi висновкiв?

2. Пояснiть рiзницю мiж точковим та iнтервальним оцiнюванням параметра. Наве-
дiть по одному прикладу для оцiнювання µ i σ2.

3. Запишiть формули точкових оцiнок:

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi, s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2.

Пояснiть, чому у визначеннi s2 стоїть n− 1 (ступенi свободи).
4. Дайте означення довiрчого iнтервалу та надiйної ймовiрностi 1 − α. Пояснiть

змiст параметра α.
5. За яких умов (модельних припущень) застосовують довiрчий iнтервал для µ на осно-

вi t-розподiлу? Пояснiть, як змiнюється ширина iнтервалу при змiнi n, s, α.
6. Пояснiть, чому iнтервал для σ2 є асиметричним (на вiдмiну вiд iнтервалу для µ).
7. Дайте означення квантиля tα/2,n−1 та χ2

α/2,n−1 як значень, що вiдтинають задану
частку площi пiд кривою вiдповiдного розподiлу.

8. Пояснiть, що таке ступенi свободи ν = n− 1 у задачах оцiнювання дисперсiї.

Питання для самоконтролю

1. Якi оцiнки називають незмiщеними? Яка з двох оцiнок дисперсiї є незмiщеною:
1
n

∑
(xi − x̄)2 чи 1

n−1

∑
(xi − x̄)2?

2. Вiд чого залежить довжина довiрчого iнтервалу для µ?
3. Чому для малих n використовують t-розподiл, а не нормальний?
4. Чому для оцiнювання σ2 з’являється χ2-розподiл?
5. Що буде з довiрчим iнтервалом для µ, якщо збiльшити надiйнiсть з 0.95 до 0.99

(тобто зменшити α)?

Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 1 (повторити приклад: iнтервали для µ та σ2)

Тривалiсть захворювання (у днях) у 20 випадках пневмонiї:

10, 11, 6, 16, 7, 13, 15, 8, 9, 10, 11, 13, 7, 8, 13, 15, 16, 13, 14, 15.

Побудувати 95% довiрчi iнтервали для µ та σ2 за припущення нормальностi.
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1. Знайдiть n, x̄, s2, s.
2. Вкажiть α i ν = n− 1.
3. Запишiть довiрчий iнтервал для µ через tα/2,ν .
4. Запишiть довiрчий iнтервал для σ2 через χ2

α/2,ν та χ2
1−α/2,ν .

5. Дайте коротку iнтерпретацiю отриманих iнтервалiв у термiнах «з надiйнiстю 95%. . . ».

Задача 2 (вплив обсягу вибiрки на iнтервал для µ)

Нехай вiдомо x̄ i s для двох вибiрок одного процесу, але одна вибiрка має обсяг n1, iнша
— n2, причому n2 > n1.

1. Пояснiть (через формулу), чому довiрчий iнтервал для µ при бiльшому n зазвичай
вужчий.

2. Вкажiть два механiзми, через якi n впливає на ширину iнтервалу: через множник
1√
n

та через квантиль tα/2,n−1.

Задача 3 (довiрчий iнтервал для µ при вiдомiй дисперсiї)

Припустимо, що дисперсiя вiдома i дорiвнює σ2 (нормальна модель).
1. Запишiть довiрчий iнтервал для µ через квантиль нормального розподiлу zα/2:

µ ∈
(
x̄− zα/2

σ√
n
, x̄+ zα/2

σ√
n

)
.

2. Пояснiть, у чому структурна рiзниця з t-iнтервалом при невiдомiй дисперсiї.

Контрольнi запитання

1. Що таке точкова та iнтервальна оцiнки? Наведiть приклади.
2. Вiд чого залежить ширина довiрчого iнтервалу для середнього значення?
3. Як побудувати довiрчий iнтервал для середнього значення, якщо дисперсiя невiдома?
4. Який розподiл використовується для побудови iнтервалу для σ2 i чому?

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна

1. Грузєва Т.С., Лехан В.М., Огнєв В.А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:
Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л.Н., Прокопченко О. Є. Вища математика i статистика. Частина I:
Математичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв).
— Запорiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В.А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. —
Житомир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя
ймовiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова

1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В.О., Чалий О.В. Вища математика.
— Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.

2. Свердан П.Л. Бiометрiя. Теорiя наукових дослiджень: пiдручник. — Київ: Знання,
2010. — 440 с.
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3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В.О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014.
— 464 с.
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Самостiйна робота № 12
Тема: Перевiрка статистичних гiпотез. Нульова та альтернативна гiпотези. Критична
область. Помилки I та II роду. Рiвень значущостi, потужнiсть критерiю.

Мета: Навчитися формулювати статистичнi гiпотези, обирати критерiй перевiрки, бу-
дувати критичну область для заданого рiвня значущостi α, обчислювати значення стати-
стики за вибiркою та приймати рiшення щодо H0 з iнтерпретацiєю помилок I та II роду.

Основнi поняття: статистична гiпотеза; H0, H1; статистика критерiю; критична область;
p-value; помилки першого роду (α) та другого роду (β); потужнiсть (1− β); одностороннi
та двостороннi критерiї; t-критерiй Стьюдента; критерiй Дiксона (перевiрка промахiв).

Теоретичнi питання

1. Дайте означення статистичної гiпотези. Наведiть приклади гiпотез у медико-
бiологiчному контекстi (про середнє, дисперсiю, частку, рiзницю середнiх).

2. Пояснiть сенс нульової та альтернативної гiпотез:

H0 : параметр має «нормальне» значення або ефект вiдсутнiй, H1 : ефект є (знак/напрям задається).

3. Пояснiть, що таке статистика критерiю i як вона будується: перехiд вiд даних до
одного числа T = T (X1, . . . , Xn).

4. Дайте означення критичної областi K та областi прийняття A для H0:

K ∪ A = R, K ∩ A = ∅.

Як пов’язане правило рiшення з порiвнянням T та критичного значення?
5. Сформулюйте помилку I роду та помилку II роду. Запишiть:

α = P (вiдхилити H0 | H0 iстинна), β = P (не вiдхилити H0 | H1 iстинна).

6. Дайте означення потужностi критерiю 1− β та пояснiть, вiд чого вона залежить
(обсяг вибiрки n, розкид s, вiдхилення параметра вiд норми, вибiр α).

7. Пояснiть рiзницю мiж одностороннiм та двостороннiм критерiями. Для гiпотези
про середнє запишiть три типовi постановки:

H1 : µ ̸= µ0, H1 : µ < µ0, H1 : µ > µ0.

8. Запишiть t-статистику для перевiрки однiєї середньої при невiдомiй дисперсiї (нор-
мальна модель):

t =
x̄− µ0

s/
√
n
, ν = n− 1.

Пояснiть, за яких умов вона має t-розподiл.
9. Запишiть t-статистику для перевiрки рiвностi середнiх двох незалежних вибiрок

за умови рiвностi дисперсiй:

t =
x̄− ȳ

sp
√

1
nx

+ 1
ny

, s2p =
(nx − 1)s2x + (ny − 1)s2y

nx + ny − 2
, ν = nx + ny − 2.

10. Пояснiть поняття p-value як iмовiрностi отримати значення статистики не менш
екстремальне, нiж спостережене, за умови iстинностi H0.
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Питання для самоконтролю

1. Чому неможливо одночасно зробити i α, i β «дуже малими» при фiксованому n?
2. Що змiниться у правилi рiшення, якщо перейти вiд двосторонньої альтернативи до

односторонньої?
3. Який вплив має збiльшення n на потужнiсть?
4. Чим вiдрiзняється формулювання «H0 приймається» вiд «H0 не вiдхиляється»?

Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 1 (перевiрка промаху: критерiй Дiксона)

Одержанi данi про вмiст вiтамiну C в томатах (мг/100г):

26, 22, 21, 19, 20, 23, 13, 27, 22, 23, 22.

На рiвнi значущостi α = 0.01 перевiрити, чи є значення 13 промахом (викидом), викори-
стовуючи критерiй Дiксона.

1. Сформулюйте H0 та H1.
2. Побудуйте варiацiйний ряд i позначте x1, x2, xn−1, xn.
3. Обчислiть статистику Дiксона для найменшого значення:

Q =
x2 − x1

xn−1 − x1

.

4. За таблицею критичних значень знайдiть Qcrit(n = 11, α = 0.01).
5. Зробiть висновок, порiвнявши Qcalc i Qcrit.

Задача 2 (t-критерiй для одного середнього: одностороння перевiрка)

На фармацевтичнiй фабрицi перевiряють систематичне зниження проти норми концен-
трацiї компонента. Норма µ0 = 100%. За n = 10 проб отримано x̄ = 98% та вибiркове
стандартне вiдхилення s = 0.5%. Перевiрити гiпотезу на рiвнi значущостi α = 0.05.

1. Сформулюйте гiпотези:

H0 : µ = 100%, H1 : µ < 100%.

2. Обчислiть t-статистику:
t =

x̄− µ0

s/
√
n
.

3. Вкажiть ступенi свободи ν = n− 1 = 9.
4. Знайдiть критичне значення для лiвосторонньої критичної областi:

tcrit = −t0.05,9.

5. Приймiть рiшення, порiвнявши t з tcrit, i сформулюйте висновок «є/немає статисти-
чно значущого зниження».

Задача 3 (узагальнення: двостороннiй тест для µ)

Нехай для деякого показника вважається нормою µ0. За вибiркою обсягу n отримано x̄ та
s.

1. Запишiть H0 : µ = µ0 та H1 : µ ̸= µ0.
2. Запишiть статистику t = x̄−µ0

s/
√
n

та правило рiшення для двостороннього тесту:

|t| > tα/2,n−1 ⇒ H0 вiдхиляється.

3. Пояснiть, чому в двосторонньому тестi використовується α/2.
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Контрольнi запитання

1. Що таке нульова та альтернативна гiпотези?
2. Чим вiдрiзняються помилки першого та другого роду?
3. Що таке рiвень значущостi та потужнiсть критерiю?
4. Що таке критична область?
5. У чому рiзниця мiж одностороннiм i двостороннiм тестом?

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна

1. Грузєва Т.С., Лехан В.М., Огнєв В.А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:
Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л.Н., Прокопченко О. Є. Вища математика i статистика. Частина I:
Математичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв).
— Запорiжжя, 2019. — 118 с.

3. Болух В.А., Євдокимова О. Ю. Вища математика i статистика: практикум. —
Житомир: Вид-во «Рута», 2022.

4. Шарай Н.В., Бiлозерова М. О. Вища математика в прикладах i задачах. Теорiя
ймовiрностi: навч.-метод. посiбник. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2023. — 122 с.

Додаткова

1. Личковський Е. I., Свердан П.Л., Тiманюк В.О., Чалий О.В. Вища математика.
— Вiнниця: Нова Книга, 2014. — 632 с.

2. Свердан П.Л. Бiометрiя. Теорiя наукових дослiджень: пiдручник. — Київ: Знання,
2010. — 440 с.

3. Фiзичнi методи аналiзу та метрологiя: пiдруч. для студ. вищ. мед. та фарм. навч.
закл. IV р. акр. (протокол МОНУ №4 вiд 14.11.2013 р.) / Е. I. Личковський, В.О. Тi-
манюк, О.В. Чалий та iн.; за ред. Е. I. Личковського. — Вiнниця: Нова Книга, 2014.
— 464 с.
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Самостiйна робота № 13
Тема: Кореляцiйний аналiз. Коварiацiя та коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона.

Мета: навчити здобувачiв вимiрювати та аналiзувати статистичний зв’язок мiж дво-
ма випадковими величинами за допомогою коварiацiї та коефiцiєнта кореляцiї Пiрсона,
робити простий висновок про напрям i силу лiнiйного зв’язку.

Основнi поняття: кореляцiйна залежнiсть, кореляцiйний аналiз, коварiацiя, коефiцi-
єнт кореляцiї Пiрсона.

Теоретичнi питання

1. Дайте означення кореляцiйної залежностi.
2. Запишiть означення коварiацiї:

cov(X,Y ) = M [(X −M(X))(Y −M(Y ))].

3. Запишiть формулу вибiркової коварiацiї:

sxy =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ).

4. Запишiть означення коефiцiєнта кореляцiї Пiрсона:

ρxy =
cov(X,Y )

σxσy

.

5. Запишiть формулу вибiркової оцiнки коефiцiєнта кореляцiї:

rxy =

∑
(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑

(xi − x̄)2
∑

(yi − ȳ)2
=

sxy
sxsy

.

Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклад розв’язання задачi

Задача. При обстеженнi 11 пацiєнтiв одержанi данi про зрiст H (см) та об’єм циркулюючої
кровi V (л). Визначити вибiркову оцiнку коефiцiєнта кореляцiї.

H 170 169 175 150 175 155 180 160 185 175 165
V 4.8 5.1 4.0 5.3 4.1 5.3 4.8 4.3 5.2 5.2 4.7

Розв’язок.
1. Обчислюємо вибiрковi середнi: H̄ ≈ 169.0 см, V̄ = 4.8 л.
2. Обчислюємо стандартнi вiдхилення: sH ≈ 10.7 см, sV ≈ 0.48 л.
3. Обчислюємо вибiркову коварiацiю:

sHV =
1

10

∑
(Hi − 169)(Vi − 4.8) ≈ −3.34.

4. Обчислюємо коефiцiєнт кореляцiї:

rHV =
sHV

sHsV
=

−3.34

10.7 · 0.48
≈ −0.65.

Висновок: iснує помiрний обернений лiнiйний зв’язок мiж зростом та об’ємом цирку-
люючої кровi у данiй вибiрцi.
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Задачi для самоконтролю

1. Запишiть формулу коварiацiї та пояснiть, що вона показує.
2. Запишiть формулу коефiцiєнта кореляцiї Пiрсона та вкажiть, у яких межах вiн змi-

нюється.
3. Що означає знак коефiцiєнта кореляцiї (r > 0 та r < 0)?

Контрольнi запитання

1. Що таке кореляцiйна залежнiсть?
2. Якi властивостi має коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона?
3. Що означає, якщо коефiцiєнт кореляцiї дорiвнює 0? А якщо дорiвнює −1?

Перелiк навчально-методичної лiтератури

Основна

1. Грузєва Т.С., Лехан В.М., Огнєв В.А. та iн. Бiостатистика: пiдручник. — Вiнниця:
Нова Книга, 2020. — 384 с.

2. Сергєєва Л.Н., Прокопченко О. Є. Вища математика i статистика. Частина I:
Математичний аналiз: навчальний посiбник (для фармацевтичних факультетiв).
— Запорiжжя, 2019. — 118 с.
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Самостiйна робота № 14
Тема: Регресiйний та дисперсiйний аналiз (ANOVA).

Мета: навчити здобувачiв застосовувати просту лiнiйну регресiю для опису залежностi
результативної ознаки Y вiд факторної ознаки X, а також використовувати дисперсiйний
аналiз (ANOVA) для перевiрки гiпотез про вплив фактора на середнє значення дослiджу-
ваної величини.

Основнi поняття: регресiйний аналiз, рiвняння регресiї, коефiцiєнт регресiї, метод
найменших квадратiв, дисперсiйний аналiз (ANOVA), факторнi ознаки, модель диспер-
сiйного аналiзу, мiжгрупова та внутрiшньогрупова мiнливiсть.

Теоретичнi питання

1. Що вивчає регресiйний аналiз? Якi величини називають результативною (Y ) та
факторною (X)?

2. Запишiть модель простої лiнiйної регресiї:

yi = β0 + β1xi + εi.

Пояснiть змiст коефiцiєнтiв β0, β1 та похибки εi.
3. Що таке метод найменших квадратiв? Яку величину мiнiмiзують при МНК?
4. Запишiть рiвняння вибiркової регресiї та формули оцiнок:

ŷ = b0 + b1x, b1 =

∑
(xi − x̄)(yi − ȳ)∑

(xi − x̄)2
, b0 = ȳ − b1x̄.

5. Що таке дисперсiйний аналiз (ANOVA) i яку гiпотезу вiн перевiряє?
6. Пояснiть змiст загальної, мiжгрупової та внутрiшньогрупової мiнливостi:

SStotal = SSA + SSW .

7. Запишiть формули середнiх квадратiв та F-критерiю:

MSA =
SSA

I − 1
, MSW =

SSW

n− I
, F =

MSA

MSW

.

Завдання для самостiйної пiдготовки

Приклад 1. Регресiйний аналiз (за зразком)

Умова. У дослiдженнi оцiнюють зв’язок мiж iндексом маси тiла X (кг/м2) та систолiчним
артерiальним тиском Y (мм рт. ст.). Данi для 6 пацiєнтiв:

(20; 110), (22; 115), (25; 120), (27; 128), (30; 135), (32; 140).

Побудувати рiвняння простої лiнiйної регресiї ŷ = b0 + b1x методом найменших квадратiв
та зробити висновок щодо наявностi лiнiйної залежностi (α = 0.05).

Розв’язання (коротко за етапами).
1. Обчислюємо середнi значення:

x̄ = 26, ȳ =
374

3
≈ 124.67.
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2. Обчислюємо суми:

Sxy =
∑

(xi − x̄)(yi − ȳ) = 268, Sxx =
∑

(xi − x̄)2 = 106.

3. Знаходимо коефiцiєнти регресiї:

b1 =
Sxy

Sxx

=
268

106
=

134

53
≈ 2.53, b0 = ȳ − b1x̄ ≈ 58.93.

4. Рiвняння регресiї:
ŷ = 58.93 + 2.53x .

5. Перевiрка значущостi нахилу (α = 0.05): гiпотези H0 : β1 = 0, H1 : β1 ̸= 0. За зразком
отримують дуже велике значення t (порiвняно з критичним tcrit для ν = n− 2 = 4),
тому H0 вiдхиляється.

Висновок: у наведених даних спостерiгається статистично значущий лiнiйний зв’язок
мiж X та Y (при α = 0.05).

Приклад 2. Дисперсiйний аналiз (ANOVA) (за зразком)

Умова. В результатi вимiрювання частоти пульсу людини у нормальних умовах та при
пiдвищених прискореннях одержанi данi:

• Група 1 (Норма, 1g): 76, 73, 68, 83
• Група 2 (1.5g): 71, 62, 55, 68
• Група 3 (2g): 46, 59, 54

Чи свiдчать цi данi про наявнiсть залежностi мiж частотою пульсу та прискоренням (α =
0.05)?

Розв’язання (коротко за етапами).
1. Гiпотези: H0 : µ1 = µ2 = µ3; H1: не всi середнi рiвнi.
2. Середнi: I = 3, n1 = 4, n2 = 4, n3 = 3, n = 11.

ȳ1 = 75, ȳ2 = 64, ȳ3 = 53, ȳ = 65.

3. Суми квадратiв:

SSA = 836, SSW = 354, SStotal = SSA + SSW .

4. Ступенi свободи: ν1 = I − 1 = 2, ν2 = n− I = 8.
5. Середнi квадрати:

MSA =
836

2
= 418, MSW =

354

8
= 44.25.

6. F-критерiй:

F =
418

44.25
≈ 9.45.

7. Рiшення: за таблицею Fcrit(2, 8;α = 0.05) = 4.46. Оскiльки 9.45 > 4.46, H0 вiдхиля-
ємо.

Висновок: данi свiдчать про статистично значущий вплив прискорення на середню ча-
стоту пульсу (при α = 0.05).

Задачi для самоконтролю

1. Запишiть модель простої лiнiйної регресiї та пояснiть, що означають β0 i β1.
2. За якими формулами обчислюються b0 i b1 у методi найменших квадратiв?
3. Що перевiряє ANOVA (сформулюйте H0 для I груп)?
4. Як iнтерпретувати ситуацiю, коли SSA велика, а SSW мала?
5. Запишiть формулу для F-критерiю та вкажiть ступенi свободи ν1 i ν2.
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Контрольнi запитання

1. Що таке рiвняння регресiї i для чого воно використовується?
2. У чому полягає метод найменших квадратiв?
3. Яку гiпотезу перевiряє дисперсiйний аналiз?
4. Що таке мiжгрупова та внутрiшньогрупова мiнливiсть в ANOVA?
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